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Kapitel 0

Vorbemerkungen

Zum Skript

Dieses Skript enthélt die meisten der in der Vorlesung zum Modul ,,Statistik* verwendeten Folien, ergénzen-
de Bemerkungen und Beispiele und im Anhang eine Formelsammlung. Viele Kapitel in diesem Skript haben
einen ergidnzenden Abschnitt mit der Bezeichnung ,, Ergidnzungen®, der {iber die verwendeten Folien hinaus-
geht und das vertiefende Selbststudium unterstiitzen soll. Er enthélt auch Hinweise und Beispiele, welche die
Verkniipfung zwischen dem in der Vorlesung behandelten Material und den Ausfithrungen in Lehrbiichern
erleichtern sollen.

Hinweise zur Literatur

Die Ausfithrungen zur beschreibenden (deskriptiven) Statistik in den Kapiteln 1 bis 5 stiitzen sich wesentlich
auf

e Mosler, K., Schmid, F.: Beschreibende Statistik und Wirtschaftsstatistik, 4. Aufl., Springer: Berlin, Hei-
delberg 2009.

Die Ausfithrungen zur Wahrscheinlichkeitsrechnung in den Kapiteln 6 bis 11 und zur schlieenden (induktiven)
Statistik in den Kapiteln 12 bis 20 stiitzen sich auf

e Mosler, K., Schmid, F.: Wahrscheinlichkeitsrechnung und schlielende Statistik, 4. Aufl., Springer: Berlin,
Heidelberg 2011.

Vorausgesetzte Grundlagen der Schulmathematik kénnen im Selbststudium mit Hilfe von

e Cramer, E., Neslehova, J.: Vorkurs Mathematik — Arbeitsbuch zum Studienbeginn in Bachelor-Studien-
gingen, 6. Aufl., Springer: Berlin, Heidelberg 2015

aufgefrischt werden. Ein niitzliches Nachschlage- und Ubersichtswerk und ein hilfreicher Begleiter fiir das
gesamte Bachelor-, Master- und Diplomstudium ist

e Rinne, H.: Taschenbuch der Statistik, 4. Aufl., Verlag Harri Deutsch: Frankfurt am Main 2008.
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Prof. Dr. Stefan Huschens
Lehrstuhl fiir Quantitative Verfahren, insbesondere Statistik
Technische Universitit Dresden

STATISTIK im Bachelorstudium
Kapitel 1-5:
Beschreibende (deskriptive) Statistik
Kapitel 6-11:
Wahrscheinlichkeitsrechnung

Kapitel 12-20:

Schlieflende (induktive) Statistik

0-1

Bemerkung 0.1 (Seitenzihlung und Numerierung)

e Die Seitenzéhlung der Folien — jeweils in der rechten obere Ecke — ist nach
dem Muster Kapitel-Seite aufgebaut, z. B. ist die Seitenkennung

fiir die vierte Folie im dritten Kapitel.

e In jedem Kapitel sind die Bemerkungen, Beispiele, Definitionen und Sétze

nach dem Schema Kapitel.Nummer fortlaufend numeriert.

Bemerkung 0.2 (Literatur)
Die ersten fiinf Kapitel stiitzen sich auf das Lehrbuch

0-2

Mosler, K., Schmid, F.: Beschreibende Statistik und Wirt-
schaftsstatistik, 4. Aufl., Springer: Berlin, Heidelberg 2009,

die weiteren Kapitel stiitzen sich auf das Lehrbuch

Mosler, K., Schmid, F.: Wahrscheinlichkeitsrechnung und
schlielende Statistik, 4. Aufl., Springer: Berlin, Heidelberg

2011.

Bemerkung 0.3 (Notation)

e Die Notation folgt weitgehend den Lehrbiichern von Mosler/Schmid.

e Anstelle des Dezimalkommas wird in diesem Skript ein Dezimalpunkt

verwendet, also z. B.
2

02=—.
10

e Mosler/Schmid verwenden in ihrem Band , Beschreibende Statistik und
Wirtschaftsstatistik“ Dezimalkommas und in ihrem Band , Wahrschein-

lichkeitsrechnung und schlieende Statistik* Dezimalpunkte.

0-3




Kapitel 1

Merkmale und Daten

1-1
1. Merkmale und Daten
1.1 H&ufigkeiten
1.2  Verteilungsfunktion und Quantile
1.3 Stetige Klassierung
1-2
1.1 Haufigkeiten
Beispiel 1.1 (Einheiten und Grundgesamtheit)
e Die Studierenden im Hoérsaal sind statistische Einheiten e, eo,...  e,.

Sie bilden die Grundgesamtheit oder statistische Masse

G={e1,ea,...,ent

n = |G| ist der Umfang der Masse oder die Anzahl der Einheiten.

e An den Einheiten konnen statistische Merkmale mit alternativen
Merkmalswerten (Merkmalsausprigungen, Merkmalsmodalitéten) be-
obachtet oder gemessen werden.

e Die Einheiten heiflen dann auch Merkmalstriger.
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Beispiel 1.2 (Merkmale)

e Geschlecht ist ein qualitatives binires Merkmal mit den Merkmals-
werten {ménnlich, weiblich} bzw. {1,2} mit der Kodierung ménnlich
= 1, weiblich = 2

e Herkunftsland (Nationalitéit) ist ein qualitatives kategoriales
Merkmal mit den Merkmalswerten {Deutschland, Tiirkei, Italien, Ser-
bien und Montenegro, Griechenland, Polen, Kroatien, Sonstige} oder
{1,2,...,8}, kodiert z. B. durch Deutschland = 1, Tiirkei = 2, Italien
= 3, ..., Sonstige = 8.

e Korpergriofle ist ein quantitatives Merkmal und zwar ein im Prinzip
kontinuierliches (stetiges) Merkmal, aber praktisch diskret gemesse-
nes Merkmal, z. B. in cm: Merkmalswerte in {151,153, ...,205}

1-4
Bemerkung 1.3 (Daten und Merkmalswerte)

e X sei ein Merkmal, das in einer Grundgesamtheit G = {ej,ea,...,e,}
beobachtet wird und durch Zahlen kodiert ist.

e z; € R bezeichnet den an der Einheit e; € G beobachteten Wert des
Merkmals X. Durch

(1,22, .., Zn)

ist die Urliste der n Daten oder Beobachtungen gegeben.

e Esgibt 1 < J < n verschiedene Merkmalswerte &1, &, ..., &;, die in
den Daten auftreten. Es ist
o J =1, falls alle x; gleich sind,
o J =n, falls alle x; voneinander verschieden sind, und

o J < n, falls Merkmalswerte mehrfach auftreten.

1-5
Beispiel 1.4 (Merkmal Geschlecht)

e Das Merkmal Geschlecht sei kodiert durch die J = 2 verschiedenen Merk-
malswerte & = 0 fiir ménnlich und & = 1 fiir weiblich. Von n = 348
Personen sind 204 ménnlich und 144 weiblich.

e Aus den Daten
(21,22,...,2,) = (0,0,1,0,1,1,...,0,1)
ergeben sich die absoluten H&aufigkeiten
ny =204, no =144

und die relativen Haufigkeiten

204 144
=" = 0.586 = 58.6%, fo= =2

2= = — =0.414 = 41.4%.
n 348 n 348 0 %
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Definition 1.5 (Absolute und relative Hiufigkeiten)
Gegeben seien n Daten (Beobachtungen) x1, xa, . . ., z, mit den J verschiedenen
Merkmalswerten &;,&s,...,&7.

o Fiir j=1,...,J ist
n; = |{i|x; =§&;}| = ,Anzahl der Daten mit dem Merkmalswert &;“

die absolute Haufigkeit des Merkmalswertes &;.
e Fiir j=1,...,J ist

def Tj .
fjéfj, jzl,,J
n

die relative Haufigkeit des Merkmalswertes ;.

1-7
Bemerkung 1.6 (Eigenschaften)
e n; gibt die Anzahl der Daten mit dem Merkmalswert £; an.
o f; gibt den Anteil der Daten mit dem Merkmalswert £; an.
e Es gilt
J J
an =n und ij =1.
j=1 j=1
1-8

Beispiel 1.7 (Merkmal Herkunftsland)
Aus den Daten (x1,x2,...,238) = (1,3,1,1,1,8,1,1,3,1,1,6,..., 1) wird eine
Hiufigkeitstabelle mit absoluten und relativen Haufigkeiten erstellt.

| Herkunftsland li=1 n | fi ]
Deutschland 1 320 | 91.95%
Tiirkei 2 71 2.01%
Ttalien 3 2| 0.57%
Serbien und Montenegro 4 21 0.57%
Griechenland 5 1| 0.29%
Polen 6 1 0.29%
Kroatien 7 1] 0.29%
Sonstige 8 14 | 4.02%
]
> 348 100%
j=1

Durch Rundungsfehler addiert sich die letzte Spalte zu 99.99%.
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1.2 Verteilungsfunktion und Quantile

Definition 1.8 (Verteilungsfunktion)

Gegeben seien die n Daten z1,z9,...,z,. Dann heift die Funktion
F:R—[0,1],
Fz) % {i|zi <@}| _ ,Anzahl der Daten mit 2; < x“7 el
n n

(empirische) Verteilungsfunktion (engl.: empirical distribution function).

1-10
Bemerkung 1.9 (Eigenschaften)

e Fiir J Merkmalswerte &1,&9,...,&; mit den absoluten H#ufigkeiten

ni,Na,...,ny und den relativen Haufigkeiten f1, fo,..., fs gilt
1
F = — = .
(x) nan Zf” reR
ri{r<x r:i{r<z

e Die Verteilungsfunktion F ist eine Treppenfunktion, d. h. sie ist stiick-
weise konstant, und hat die Sprungstellen ¢; mit den Sprunghdhen

i
o Falls & < & < ... <&y, gilt

0<F(&)<F(&)<...<F(&)=1

1-11
Definition 1.10 (p-Quantil)
Fiir 0 < p < 1 heifit

Zp def min{z € R | F(z) > p}
=, kleinster Wert € R mit der Eigenschaft, dass F(x) > p“

das p-Quantil (engl.: p-quantile) oder das p-Fraktil der Daten.
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Bemerkung 1.11 (Berechnung des p-Quantils)

e Fiir aufsteigend geordnete Beobachtungen z1 < x5 < ... < z, gilt

)

- { Tnp falls np ganzzahlig
I, =

- L[np)+1 sSonst
wobei [np] den ganzzahligen Teil von np bezeichnet.

e 7. B. ergibt sich fiir n = 3 und p = 1/2 der ganzzahlige Teil [np] = [3/2] =
1 und der Index [np] + 1 = 2. Fiir 21 < a2 < x3 gilt also

T1/2 = T[3/2141 = T2

1-13
Definition 1.12 (Spezielle Quantile und Boxplot)

e Das Quantil Zg 5 heift auch Median (engl.: median).
e Die Quantile Zg .25, Zo.5 und Zg.75 heiflen Quartile.

e Eine spezielle graphische Darstellung des Minimums der Beobachtungen,
der Quartilswerte Zg.25, 9.5 und Zg.75 sowie des Maximums der Beobach-
tungen heifit Boxplot oder Schachteldiagramm.

1-14
1.3 Stetige Klassierung

Beispiel 1.13 (Koérpergrofie in cm)
e Geordnete Beobachtungen: (n = 348)

151,153, ...,168,168, 168, .. ., 205

e Klassierung (Klassenbildung)
[140, 150] entspricht der Klasse ,,140 bis unter 150%, usw.
1140, 150] entspricht der Klasse , iiber 140 bis 150%, usw.
Beide Systeme der Klassierung sind {iiblich.

e Die beiden Randklassen werden haufig durch links bzw. rechts abgeschlos-
sene Intervalle definiert.
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Bemerkung 1.14 (Bezeichnungen)

o J € N bezeichnet die Anzahl der Klassen.
e K bezeichne die j-te Klasse fiir j =1,2,...,J.
e n; bezeichne die Anzahl der Daten in der Klasse K.

e n; heifit auch Klassenh&ufigkeit oder Besetzungszahl der j-ten Klas-
se.

o Mit n.
j

fi= -
wird der Anteil der Daten in der Klasse K; bezeichnet.

e Es gilt

J J
an:n und ijzl.
j=1 j=1

1-16
Beispiel 1.15 (Klassierte Daten)
Héufigkeitstabelle fiir klassierte Daten
LJ | K [ n [ fiin%]
1 [150,160] | 14 10
2 1160,170] 81 23.3
3 ]170,180] | 141 40.5
4 1180,190] 94 27.0
5 1190,200] 16 4.6
6 ]200,210] 2 0.6
Summe 348 100.0
1-17

Bemerkung 1.16 (Histogramm)
Ein Histogramm ist eine graphische Darstellung fiir klassierte Daten nach
dem Prinzip:

e Die Rechteckflichen iiber den Intervallen sind proportional zu den
Klassenhaufigkeiten.

e Bei gleichen Klassenbreiten bedeutet dies, dass die Hohe proportional
zur Klassenhéaufigkeit ist.

e Bei ungleichen Klassenbreiten muss die Hohe geeignet berechnet wer-
den.

Definition 1.17 (Empirische Dichte)

Die Intervallobergrenzen seien mit 7 und die Intervalluntergrenzen mit z7

bezeichnet. Dann heifit der Quotient

o _ gu
Tj— T

fir j =1,2,...,J empirische Dichte der Daten in der Klasse Kj.
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Bemerkung 1.18 (Eigenschaften)

e Die empirische Dichte fiihrt zu einem Histogramm, wenn die empirische
Dichte als Hohe fiir das jeweilige Intervall gewéhlt wird.

e Es gilt fiir die Einzelflichen

fi(xg—a¥) = f;

und daher fiir die Gesamtflache

J
fo—x =1.

1-19
Beispiel 1.19 (Kérpergrofie klassiert)

e n = 348, J = 3, ungleiche Klassenbreite

e Klassenbreite: Intervallobergrenze - Intervalluntergrenze = z§ — ¥

Haufigkeitstabelle fiir klassierte Daten bei ungleicher Klassenbreite

J K; x] — n; | fi= 7;: fj = g;;{jz;
1 | [130,160] 30 14 0.040 0.00133
2 | ]160,180] 20 | 222 0.638 0.03190
3 | ]180,220] 40 | 112 0.322 0.00805

1.4 FErginzungen

Bemerkung 1.a (Alternative Bezeichnungen) Die empirische Verteilungsfunktion wird auch mit £ oder
F,, bezeichnet. Diese Bezeichnungen werden insbesondere im Zusammenhang mit der schlieenden (indukti-
ven) Statistik verwendet, wo es erforderlich ist, einerseits eine theoretische Verteilungsfunktion bzw. eine
Verteilungsfunktion des Merkmals in der Grundgesamtheit und andererseits eine empirische Verteilungs-
funktion bzw. eine Verteilungsfunktion des Merkmals in der Stichprobe zu unterscheiden.

Definition 1.b (Kumulierte relative Hiufigkeiten) Gegeben seien J Merkmalswerte &1,&s,...,£; mit
den relativen Héufigkeiten f;. Fir j =1,...,J sind

> fr
r:&r<§;
die kumulierten relativen Haufigkeiten.

Bemerkung 1.c (Spezielle Quantile) Die Quantile Zg 2, Zo.4,. - -, Zo.s heilen Quintile. Die Quantile Z 1,
Zg.2,- -+, Zo.9 heien Dezile. Die Quantile Zg o1, Zg.02,- .., Z0.99 heilen Centile oder Perzentile.
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Kapitel 2

Auswertung eindimensionaler Daten

2-1
2. Auswertung eindimensionaler Daten
2.1 Mittelwerte
2.2 Streuungsmessung
2-2

Bemerkung 2.1 (Maf3zahlen)

o Ziel ist die Charakterisierung einer Haufigkeitsverteilung durch einen
Wert bzw. wenige Zahlenwerte (Kennzahlen), sogenannte statisti-
sche Maf3zahlen.

e Die wichtigsten Mafizahlen sind die in den folgenden beiden Abschnitten
behandelten Mittelwerte und Streuungsmafle.

11
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2.1 Mittelwerte

Definition 2.2 (Arithmetisches Mittel)

Gegeben seien die Daten z1,...,z,. Dann heifit
n
_def 1
e 1y,
n-
=1

arithmetisches Mittel (engl.: mean).

Bemerkung 2.3 (Diskret klassierte Daten)
Treten die Merkmalsausprigungen £1,...,&; mit den absoluten Haufigkeiten
n; bzw. relativen Haufigkeiten f; auf, so gilt

J J

1
z=_ Y oni& =Y 1
j 1

J=1 Jj=

2-4
Definition 2.4 (Gewichtetes Mittel)
Gegeben seien die Daten z1,...,z, und ein Gewichtsvektor
w = (’U}l,’l,UQ,...,wn)
mit den Gewichten w; > 0 fir i =1,...,n und ;" , w; = 1, dann heiBt

n
o o Zwixi
i=1
gewichtetes Mittel (oder gewogenes Mittel) zum Gewichtsvektor w.

Bemerkung 2.5 (Arithmetisches Mittel als Spezialfall)
Das arithmetische Mittel ergibt sich als Spezialfall mit den Gewichten w; = %

firi=1,...,n, da
n n
1 1 _
° n n -
i=1 =1

2-5
Definition 2.6 (Modus)
Gegeben seien Beobachtungen z1,. .., z,. Eine Merkmalsausprégung &; mit

J J
nj = maxn; bzw. f; = max fi
1= 1=

heifit Modus (engl.: mode) oder Modalwert.

Bemerkung 2.7

e Alternative Bezeichnungen fiir den Modus sind Modalwert, hiufigster
Wert und dichtester Wert.

e Wenn der Modus eindeutig ist und die sogenannte Haufigkeitsfunktion
& —mnyfirj =1,...,J keine weiteren lokalen Maxima besitzt, so spricht
man von einer unimodalen oder eingipfligen Haufigkeitsverteilung.




Definition 2.8
Fiir positive Beobachtungen x1, ..., x, heifit

geometrisches Mittel (engl.: geometric mean).

Beispiel 2.9 (Durchschnittliche Zuwachsrate)

e Tabelle mit Daten, Zuwachsraten und Zuwachsfaktoren:

t Ty | Wy = 7wt;wj;1 my—1t = 14w = J’tzil
0 100

1 88.6 -11.4% 0.886
2 97.2 + 9.7% 1.097
3 | 104.1 + 7.1% 1.071
4 1 111.9 + 7.5% 1.075

e Die
Tt — Tt—1 Tt
Wy = = -1

Tt—1 Tt—1

heiflen Zuwachsraten oder (diskrete) Wachstumsraten.

e Welche durchschnittliche Zuwachsrate fithrt von xg = 100 zu x4 = 111.97

e Die Quotienten
Tt

mi_1,t =
Tt—1

heiBlen auch Zuwachsfaktoren oder Wachstumsfaktoren.

e Der durchschnittliche Zuwachsfaktor von der Zeit 0 bis zur Zeit 4
wird durch das geometrische Mittel der Zuwachsfaktoren definiert,

e < V0.886 - 1.097 - 1.071 - 1.075 = V/1.119 = 1.0285 .

e Die durchschnittliche Zuwachsrate von der Zeit 0 bis zur Zeit 4 ist

o me —1=2.85%

und es gilt
Ty = (1 + @)41‘0 .

e Achtung: w bezeichnet hier nicht das arithmetische Mittel der wy.
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2.2 Streuungsmessung

Definition 2.10 (Varianz und Standardabweichung)

e Die Mafizahl .
2 def l a2
5= Z(% z)
i=1
heifit Varianz (engl.: variance) (auch mittlere quadratische Abweichung
oder Streuung).

e Die Maflzahl
s Ve

heifit Standardabweichung (engl.: standard deviation).

2-10
Satz 2.11 (Verschiebungsdarstellung der Varianz)
Es gilt
1 n
2 _ * 2 =2
§ = Zzl z°.
=1
Bemerkung 2.12 (Eigenschaften)
e Esist s2>0und s > 0.
e Es ist s =0 genau dann, wenn z1 = x5 = ... = Ty,.
2-11

Bemerkung 2.13 (Herleitung der Verschiebungsdarstellung)

%i(xl —50)2 = %i(x? —2:10@—1—;?2)
i=1 i=1
= lixz—li%yf—l—liﬁ
- i Z [t l [
1 n _1 n 1 ~
= E;xf—%‘ﬁ;xb—l—ﬁmﬂ

1 n
= fZa:?—%QJra?Q
ni:l

n
1 -
= — E x? — 1
n
i=1
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2.3 Erginzungen

Beispiel 2.a (Mittlere Studienzeit) Wie misst man die “mittlere* Studienzeit? Die Antwort hingt von
der inhaltlichen Fragestellung ab.

e Jeweils 50% der Studierenden haben eine lingere bzw. kiirzere Studienzeit. Eine Aussage iiber den
mittleren Studierenden im Sinne einer Rangbildung erfolgt durch den Median der Studienzeit.

e Das Produkt nz ist die Gesamtstudienzeit. Das arithmetische Mittel Z ist eher geeignet zu Aussagen
iiber die durchschnittliche Auslastung und die durchschnittlichen Kosten.

Bemerkung 2.b Fiir das geometrische Mittel gilt
In(zc) = 3" In(s,)
n(rg) = — n(x;) .
¢ s

Bemerkung 2.c (Alternative Definitionen des Medians)

1. Manchmal wird der Median durch die folgende Definition festgelegt:
Jeder Wert 2y gp € R mit

Hilz; < zmEDY
n

Hilz; > xpmED Y]

>1/2 und >1/2

heifit Median. Eventuell ist der Median nach dieser Definition nicht eindeutig. Der Quantilswert Zg 5 ist
immer ein Median im Sinn dieser Definition.

2. Falls n ungerade ist, gilt xprpp = L1
3. Firn =4 und 21 < 3 < 3 < x4 gilt Zo.5 = z2 und jeder Wert in der Menge
{z]ze <z < a3}
ist ein Median.
4. Manchmal wird der Median fiir gerade n durch

def T2 +Tziq

TMED = 2

festgelegt. Dann ist unter Umstédnden zy;pp # Zo.5. Der Median heifit dann auch Zentralwert.



16

KAPITEL 2. AUSWERTUNG EINDIMENSIONALER DATEN



Kapitel 3

Messzahlen und Indizes

3. Messzahlen und Indizes

3.1 Messzahlen
3.2 Preis-, Mengen- und Wertindizes

3.1 Messzahlen

Bemerkung 3.1 (Messzahl)

e Eine Messzahl bezieht sich auf ein Merkmal und zwei statistische Mas-
sen, die sich sachlich, r&umlich oder zeitlich unterscheiden.

e Entsprechend unterscheidet man Messzahlen des sachlichen, rdum-
lichen oder zeitlichen Vergleichs.

17
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3-3
Beispiel 3.2 (Messzahlen)

e Das Geschlechterverhiltnis am 1. 1. 2005, gemessen durch den Quotienten

Manner in Deutschland am 1.1.2005
Frauen in Deutschland am 1.1.2005 ’

ist eine Messzahl des sachlichen Vergleichs.
e Die Einwohnerrelation, gemessen durch den Quotienten

Einwohner von Deutschland am 1.1.2005
Einwohner von Frankreich am 1.1.2005

)

ist eine Messzahl des raumlichen Vergleichs.
e Der Quotient

Einwohner von Deutschland am 1.1.2005
Einwohner von Deutschland am 1.1.2000

ist eine Messzahl des zeitlichen Vergleichs.

3-4
Bemerkung 3.3 (Zeitreihe)

e Eine Zeitreihe ist eine zeitlich geordnete Folge x+,, 4, , ..., 2T von Wer-
ten eines Merkmals X zu den Zeiten tg < t; < ... <T.

e Wenn die Differenzen jeweils aufeinanderfolgender Zeitindizes gleich sind,
t—tg=to—t1=...,
spricht man von dquidistanten Zeiten und schreibt einfach
ry mit t=0,1,...,T.
Beispiel 3.4 (Zeitreihen)
e Umsatz eines Unternehmens im Monat t.

e Arbeitslosenzahl in Deutschland am Ende des Monats ¢.

3-5
Definition 3.5 (Messzahlen)
Gegeben seien eine Zeitreihe z; fir ¢t = tg,t1,...,7T, eine Basiszeit
s € {to,t1,...,T} und eine Berichtszeit t € {to,t1,...,T}, dann ist
der Quotient

eine Messzahl fiir die Berichtszeit ¢ zur Basiszeit s.

Bemerkung 3.6 (Zeitreihe von Messzahlen)

e Aus einer Zeitreihe
Tt fiir t:to,th...,T

fiir das Merkmal X erhdlt man zu einer fixierten Basiszeit
s € {to,t1,...,T} eine Zeitreihe von Messzahlen

mg, fiir t=tp,t1,...,T.

e Hiufig ist s =tg.
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Beispiel 3.7 (Messzahlen zum Basisjahr 2000)
Gegebene Daten:
Z1999 = 360, w2000 = 400, w2001 = 420, w2002 = 440
Zeitreihe der Messzahlen zum Basisjahr 2000:
mM2000,1999 i = % = 0.90
M2000,2000 = el = 3%8 = 1.00
Mogoo2000 = 0L = B8 = 1.05
_ _ 440 _
M2000,2002 = fizgi = o = L10
3-7

Bemerkung 3.8 (Messzahlen in Prozent)

Manchmal werden Messzahlen auch durch Multiplikation mit dem Faktor 100
so normiert, dass im Basisjahr der Wert 100 vorliegt, der dann als 100 Prozent
interpretiert werden kann, z. B.

1.00 = 100%, 1.05=105%, 0.90=90%.

3-8
Beispiel 3.9 (Umbasierung von Messzahlen)
t 0 1 . r
Ty 150 | 165 | ... | 200
Basiszeit alt: 0 [ mo, || 1 |1.10 | ... ] 1.33
Basiszeit neu: r | m,; ? ? . 1

Man erhélt z. B. m,.; direkt aus z; und z, als

X1 165
T = = — = . 2
M1 == 500 O

oder durch Umbasierung von der Basiszeit 0 auf die neue Basiszeit r,

mo1 1.10
r = = —— = (. 2 .
T e, 1.33 0825
Analog erhilt man
1
Mg = 00 — .75,

19
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3-9
Bemerkung 3.10 (Umbasierung)

e Allgemein gilt fiir die Umbasierung von der Basiszeit s auf die Basiszeit
r der Zusammenhang

8
o

_ Tt _ Ts _ Ms,t
Mpy = — = 35 = —=
Ly

8
B}

mS T

)

@ |5

e Die Messzahlen m,.; konnen also aus den Messzahlen m; ohne Kenntnis
der Zeitreihe x; berechnet werden.

e Es gilt die Formel
Mgt = Mgy Myt

fiir die Zirkularitit von Messzahlen.

3-10
Beispiel 3.11 (Verkettung von Messzahlenreihen)

e Gegeben seien zwei Folgen von Messzahlen mit verschiedenen Basiszeiten,

z. B.
t 0 1 2 3 4
mo, || 1.0 1.1 | 1.2 ?
may || 7 1.0|113]|14

e Unter Verwendung der Zirkularitit erhélt man z. B. den fehlenden Wert
mo4 = Mg, -Mo4 = 1.2-1.4=1.68

und den fehlenden Wert

mo,0 1 5
= ——==—=0.83.
2,0 mo,2 1.2
3-11
Bemerkung 3.12 (Verkettung)
Gegeben sind die Folgen von Messzahlen
mo, fir t=0,1,...,s

und
mey fir t=s,s+1,...,T.

Gesucht sind durchgehende Folgen von Messzahlen zur Basiszeit 0 und zur
Basiszeit s.

e Fiir die Basiszeit 0 erhalt man die zusatzlichen Werte

Mot = Mo, - Msy, t=s+1,...,T.

e Fiir die Basiszeit s erhilt man die zusétzlichen Werte
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3.2 Preis-, Mengen- und Wertindizes

Bemerkung 3.13 (Warenkorb)
e n Giiter: : = 1,2,...,n zu zwei Zeitpunkten ¢ und s.
e p:(i): Preis (engl.: price) des Gutes i zum Zeitpunkt ¢

e ¢:(i1): Menge (engl.: quantity) des Gutes i zum Zeitpunkt ¢

ve(2) = pe(2)qe(i): Wert (engl.: value) des Gutes i zum Zeitpunkt ¢

e Der Wert des Warenkorbes zum Zeitpunkt ¢ ist daher

Z v (i) = Z pe(i)q (i)

3-13
Definition 3.14 (Preis- und Mengenindizes)
’ H Preisindex \ Mengenindex ‘
det Doi 1 Pe()q0() | 1q  aer 2oiq Po(i)q(d)
Laspeyres || I7,,. S5 | Lfpor = Si—— %
Laso.t Zz 1p0(l)q () L0t ZZ 1p0(l)q ()
Passche | 17, 48 Sieap ) | 1w S pliadi)
o > i1 po(i)qe (i) = > iy pe(i)q0 (i)
3-14

Bemerkung 3.15

e FEin Preisindex soll Preisdnderungen, ein Mengenindex soll Mengenénde-
rungen messen.

e Laspeyresindizes:
Die Mengen beim Preisindex bzw. die Preise beim Mengenindex werden
aus der Basisperiode genommen und konstant gehalten.

e Paascheindizes:
Die Mengen beim Preisindex bzw. die Preise beim Mengenindex werden
aus der Berichtsperiode genommen und konstant gehalten.

21
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3-15
Beispiel 3.16 (Prinzip eines Aktienindex)

o Kurse p.(i) fiir ¢ = 1,2,...,n. Beispielsweise enthélt der DAX n = 30
verschiedene Aktien.

e q.(i): Stiickzahlen (i = 1,2, ..., n)

e Indexkonstruktion

> i1 Pe(i)qo(9)

for = S @aoli)

( IgaOt)

3-16
Definition 3.17 (Wertindex)
Z e (1) (%)
Iy, = ni
> po(i)qo(7)
i=1
ist ein Wertindex mit Berichtszeit ¢ zur Basiszeit 0.
Bemerkung 3.18 (Zusammenhang zwischen den Indizes)
Es gilt
Ig,t = Ilpé‘a;O,tIZa;O,t = IZa;O,tI;IDa;O,t :
3-17

Bemerkung 3.19 (Wigungsschema eines Index)
Ein Preisindex nach Laspeyres kann als gewichtetes Mittel (gewogener Mittel-
wert) von Preismesszahlen dargestellt werden. Es gilt

» B Z _11¢(1)qo(4) qo (i) ;
ILa;O,t - Z’ﬂ (Z ’L Z Z ( ) pt( )

7 1p0 1= 1p0(l
= Z “ =3 wm )
= t
ZL 1p0 Z q i=1
mit den Preismesszahlen
 def pt(7)
mo,e(2) = -
+() po(i)

und den Gewichten (Umsatzanteile in der Basiszeit)

det  Po(i)qo(7) -
W = =, w; >0, w; = 1.
>_iz1Po(i)qo(7) ;
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3.3 Erginzungen

Bemerkung 3.a (Verhiltniszahlen) Allgemein ist eine Verhéltniszahl ein Quotient zweier statistischer
Groflen. Speziell unterscheidet man Gliederungszahlen, Beziehungszahlen und Messzahlen.

1. Eine Gliederungszahl bezieht sich auf ein statistisches Merkmal und charakterisiert den Anteil einer
Teilgesamtheit an einer Grundgesamtheit. Beispiele fiir Gliederungszahlen sind der Anteil der weibli-
chen Studenten an allen Studierenden und der Anteil des Einkommens der weiblichen Studenten am
Gesamteinkommen aller Studierenden.

2. Eine Beziehungszahl bezieht sich auf zwei Merkmale und setzt sachlich verschiedenartige Gréfien in
eine (sinnvolle) Beziehung. Beispiele fiir Beziehungszahlen sind die Bevélkerungsdichte, gemessen durch
,Einwohner je gkm“, und PKW-Dichte, gemessen durch ,,Kfz pro 1000 Einwohner.

3. Eine Messzahl bezieht sich auf ein Merkmal und zwei statistische Massen, die sich sachlich, rdumlich
oder zeitlich unterscheiden.
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Kapitel 4

Auswertung mehrdimensionaler Daten

4-1
4. Auswertung mehrdimensionaler Daten
4.1 Korrelationskoeffizient
4.2 Rangkorrelation
4.3 Kontingenzkoeffizient
4.4  Deskriptive lineare Regression
4-2

4.1 Korrelationskoeffizient

Definition 4.1 (Streuungsdiagramim)
Eine zweidimensionale graphische Darstellung der Beobachtungen (z;,y;) fiir
i = 1,2,...,n von zwei Merkmalen X und Y an n Merkmalstragern heiflt
Streuungsdiagramm (engl. scatterplot).

Definition 4.2 (Kovarianz)
Die Mafzahl

sxy = *Z(% —Z)(yi — 9)

=1

heift Kovarianz (engl. covariance) von X und Y.

Satz 4.3 Fiir die Kovarianz gilt die Verschiebungsdarstellung

1 — -
SXy = ﬁzlxzyzfzy
1=

25
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4-3
Definition 4.4 (Korrelationskoeffizient)
Gegeben seien n Beobachtungspaare (z;,y;) fir i = 1,...,n fiir zwei Variablen
X und Y mit den Standardabweichungen

Sx —

und der Kovarianz sxy. Dann heif3t

def SXY

rxy =
SXSy

Korrelationskoeffizient von X und Y.

Bemerkung 4.5 (Eigenschaften)

e Symmetrie
TXYy =TYXx

e Normierung
“1<rxy <+1

Unkorreliertheit von X und Y

rxy =0 e sxy =0

Exakter positiver affin-linearer Zusammenhang

rxy =+1 <= firalleigilt y;=a+0bx;, a€R, b>0

Exakter negativer affin-linearer Zusammenhang

rxy =—1 <= fiuralleigilt y;=a+0bx;, a€R, b<0

4-5
Bemerkung 4.6 (Skalenniveau)
Eine sinnvolle Interpretation des Korrelationskoeffizienten setzt metrisch ska-
lierte Daten voraus.

Bemerkung 4.7 (Bezeichnungen)

Zur Abgrenzung von alternativen Konzepten spricht man auch von der
Produkt-Momenten-Korrelation oder dem Korrelationskoeffizienten
von Bravais und Pearson.




4.2 Rangkorrelation

Bemerkung 4.8 (Skalenniveau)
Das Konzept der Rangkorrelation setzt fiir zwei Merkmale mindestens or-
dinal skalierte Daten voraus.

Definition 4.9 (Bindungen)

In den Beobachtungen z1, s, . .., z, liegen keine Bindungen (engl: ties) vor,
falls alle x; voneinander verschieden sind. Eine Bindung liegt vor, wenn zwei
oder mehrere Beobachtungen den gleichen Wert haben.

Beispiel 4.10 (Bindungen)

1 <|Tg=X3 =4 |<Ts <|Tg=2T7

4-7
Definition 4.11 (Rénge)
Gegeben seien Beobachtungen z1, xs, ..., z, ohne Bindungen.
Falls x; in der aufsteigend geordneten Folge der z-Werte an der r-ten Stelle
steht, sind durch

def )
Rx(x;) =r ,i=1,...,n

eindeutige Rangzahlen oder kurz Ringe definiert.
Beispiel 4.12 (Rangbestimmung)

Gegeben sind die n = 3 Beobachtungspaare (z1,y1) = (15,300), (z2,y2) =
(11,200) und (z3,ys) = (14,100).

i | @ | Rx(x;) | vi | Ry(y)
1115 3 300 3
2111 1 200 2
3|14 2 100 1

4-8
Definition 4.13 (Rangkorrelation)
Gegeben seien n > 2 Beobachtungen ohne Bindungen (x;,y;) mit den Rang-
zahlen (Rx (z;), Ry (y;)). Mit Rx und Ry seien die arithmetischen Mittelwerte
der Rangzahlen bezeichnet. Dann heiffit der aus den Rangzahlen berechnete
Korrelationskoeffizient

3

(Rx () — Rx)(Ry (yi) — Ry)

3=

def i=1

\/i :X:I(RX(xi) - RX)Q\/}l _é(Ry(yi) — Ry)?

R
'xy =

Rangkorrelationskoeffizient von Spearman.

27
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4-9
Bemerkung 4.14 (Berechnung)

e Es gilt

e Umformungen von r&, fiihren zu

63" (Rx (:) — Ry (1))
r¥y =1- =
n(n? —1)

4-10
Bemerkung 4.15 (Eigenschaften)

e Symmetrie
T)IEY = Tgx

e Normierung (Wertebereich)

—1<rly <1

Vollstéindig gleichgerichteter Zusammenhang

Ry =41 <= Rx(z;) = Ry(y;) firallei

Vollstindig gegenliufiger Zusammenhang

iy =—1 <= Rx(z;))=n—Ry(y;)+1 firallei

riy ist ein Maf3 des monotonen Zusammenhangs.

4-11
4.3 Kontingenzkoeffizient

Gegeben seien n Beobachtungen (x1,¥1),. .., (Zn,yn) von zwei kategorialen
Merkmalen X und Y mit den moglichen Merkmalskombinationen

&) j=1,....J, k=1,...,K.

Definition 4.16 (Gemeinsame Héufigkeiten)
Durch

def . .
Njk = |{Z|(ml7yl):(§jank)}|a ]:17"'5‘]7 k:177K

sind die gemeinsamen absoluten Hiufigkeiten und durch

Fie & ”—;L’“ j=1,...,J, k=1,...,K

die gemeinsamen relativen H&ufigkeiten definiert.
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Definition 4.17 (Kontingenztabelle)
Eine zweidimensionale Tabelle der gemeinsamen absoluten Haufigkeiten n
oder der gemeinsamen relativen Haufigkeiten f;; heifit Kontingenztabelle.

Definition 4.18 (Randh#ufigkeiten)
Die Haufigkeiten
def o def o
;. = anlm n.k = ank:
k=1 j=1
heiflen absolute Randhiufigkeiten. Durch
def def o
Fio S Lk Fe S Fi
k=1 j=1

sind die relativen Randh&ufigkeiten gegeben.

4-13
Aufbau einer Kontingenztabelle
Merkmal Y
K
mome || || o || 2
k=1
61 nip | N12 ce N1k ... | MK ni.
fg N2y | N22 ce Nnok ce Nok no.
Merkmal X fj nj1 N2 . Njk e nNjK n;.
f] njpm | nNjgo | ... njk e | MK ny.
J
il ng | ne .k n.K n
j=1
4-14
Bemerkung 4.19
Es gilt
J K J K
S D) IS I e
j=1k=1 j=1 k=1
Definition 4.20 (Chiquadratmaf3zahl)
Die Mafizahl
T X (n n ng. n n;n
éfz ik — Njk)” k)’ mit ﬁjkdgfi.i.n:u
o n on n
j=1k=1 J

heifit Chiquadratmaf3zahl.
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4-15
Definition 4.21 (Deskriptive Unabhingigkeit)
Die zwei Variablen X und Y heilen deskriptiv unabhingig, wenn fiir alle
j=1,...,Jund k =1,..., K die Beziehung

n;.n.g

ni =
J n

gilt.
Bemerkung 4.22
Bei deskriptiver Unabhéngigkeit gilt

Njk ng. Nk

n n n

und

4-16
Definition 4.23
Es sei min{.J, K'} > 2. Dann heifit
B B X2 min{J, K}
C=0Cxy = \/n—i—xQ min{J, K} -1
Kontingenzkoeffizient.
Bemerkung 4.24
o Es gilt
0<C<1.
e Bei deskriptiver Unabhéangigkeit gilt C' = 0.
4-17

4.4 Deskriptive lineare Regression

Bemerkung 4.25 (Problemstellung)
e Es sind Beobachtungen (z;,y;) fiir i = 1,...,n gegeben.

e Gesucht ist ein Zusammenhang
y=f(z).

e Dabei heiflen y Regressand, © Regressor und f Regressionsfunkti-
on.

Bemerkung 4.26 (Alternative Bezeichnungen)
Anstelle von Regressand und Regressor spricht man auch von

e abhingiger und unabhingiger Variable,
e erklirter und erklidrender Variable,

e endogener und exogener Variable.
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Bemerkung 4.27

e Wenn von einer linearen Regressionsfunktion die Rede ist, ist im Allge-
meinen eine Funktion der Form

y=a+bx
gemeint.

e Im Fall ¢ = 0 spricht man von einer homogenen, anderenfalls von einer
inhomogenen Regression.

e Die Funktion y = a+bx nennt man auch affin-linear zur Unterscheidung
von der (im engeren Sinn) linearen Funktion y = bz.

4-19

Bemerkung 4.28 (Lineare Regressionsgerade)
a ist der Achsenabschnitt (das Absolutglied, die Inhomogenitit) der Geraden
y=a+ bx.

dy
Cdw
ist die Steigung der Geraden. a und b, hiufig aber nur b, heiflen Regressi-
onskoeffizienten. Eine Gerade

b

y =a+ bx,
die sich den Beobachtungen
(w4, :) (i=1,2,...,n)

gut anpasst, eine sogenannte Ausgleichsgerade, erhilt man mit der Metho-
de der kleinsten Quadrate.

4-20
Bemerkung 4.29 (Methode der kleinsten Quadrate)

e Man bestimmt a und b so, dass die Quadratsumme

n

Qe B) E > (yi — (a+ By))?

i=1
minimal ist, d.h.

Q(a,b) = minQ(a, B).

e Falls nicht alle z; identisch sind, ist die Losung der Optimierungsaufgabe
eindeutig und durch

b= (4.1)
Sx
und
a=7—bx (4.2)

gegeben.
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Bemerkung 4.30
e Es gilt
Sy
b= Xy —.
sx
e Wegen (4.2) gilt
y=a-+bx. (4.3)

Die nach der Methode der kleinsten Quadrate bestimmte Regressionsge-
rade geht also durch den Punkt (z, ).

Definition 4.31 (Erklirte y-Werte)
Durch ot
0 = a+br; (i=1,2,...,n) (4.4)

sind die durch die Regression erklirten y-Werte definiert.

4-22
Bemerkung 4.32
e Aus (4.4) folgt
S
= — Ai = bi’ 45
y " ;y a+ bx (4.5)
und
I~ -
R S
i=1
e Durch Vergleich von (4.3) mit (4.5) erhélt man
i=1 (4.6)
und damit
1< 5
sy = 2 (i —9)"
i=1
4-23
Definition 4.33 (Residuen)
Durch
wi oy — g (i=1,2,...,n) (4.7)

sind die Residuen (Singular: Residuum) der Regression definiert.

Bemerkung 4.34
e Aus (4.7) erhilt man

3=

u =

n
Zui =77
i=1

e Wegen § = 7, vgl. (4.6), gilt

|
I
o

und damit

W
S
Il
S|
-
I
S
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Satz 4.35 (Varianzzerlegungssatz)
Es gilt
S%/ = s%/ + S?]
Definition 4.36
Im Zusammenhang mit der Varianzzerlegung heifen s? Gesamtvarianz,
s%, erklirte Varianz und s, Residualvarianz.

Definition 4.37 (Bestimmtheitsmaf)
Die Mafizahl

2 2

R2 def S5y _ 4 sy
T2 52

Y Y

heifit Bestimmtheitsmaf3 oder Determinationskoeffizient.

4-25
Bemerkung 4.38
Es gilt
R2 = 7%()/ c [0, ].]
und damit
rxy = VR? oder rxy =-VR2.

Bemerkung 4.39 (Extremfille)

e 52 =0,d. h.y; =ya = ... =y,. Eine Regression ist nicht sinnvoll und

R? ist nicht definiert.
e s2- > 0 und alle Punkte (z;,y;) liegen auf der Regressionsgeraden:

gi=yi (i=12,...,n) = sp=0 R*=1

e s2. > 0 und alle §; sind gleich; kein erklirter Varianzanteil:

=9, b=0, a=y = s} =0, R*=0

4.5 Erginzungen

Bemerkung 4.a (Herleitung der Verschiebungsdarstellung)
1 n
sxy = ;(l‘i —2)(yi — 9)

1 n
= 5 Z(%‘yi — &y — TY; + TY)
i=1

1 — 1w 1. 1 &
= ﬁ;%ylfﬁg%y*g;warE;xy

1 n
= =) wyi— TG G+ Iy
i=1

1 n
= *g TriYi — Y
n-
i=1

33

Bemerkung 4.b (Berechnung des Korrelationskoeffizienten) Zur Berechnung des Korrelationskoeffi-
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zienten kann eine der folgenden &quivalenten Darstellungen verwendet werden:

LS (@ - )y — 9)

Xy

Bemerkung 4.c (Berechnung des Regressionskoeffizienten) Es gilt

1 & 1 —
=— i—T)(yi — Y d s%=- i —7)%
SXY n§ (z; —%)(yi —y) und sk n§ (z; — )

i=1 i=1

so dass b aus (4.1) — nach Kiirzen von 1/n — auch als

geschrieben werden kann.

Bemerkung 4.d (Zur Rangkorrelation)

1. Fiir zwei streng monoton zunehmende Funktionen g¢; (z) und g»(y) haben die transformierten Daten

def . def
o = gi(w), y = g2(vi)

dieselben Rangzahlen
Rx(27) = Rx(x:), Ry (y;) = Ry (y:).

2. Daher berechnet sich aus den transformierten Daten (z},y}) fiir i =1,...,n derselbe Rangkorrelations-
koeffizient wie aus den untransformierten Daten (z;,y;) fiir i =1,...,n.

3. Diese Invarianz des Rangkorrelationskoeffizienten gegeniiber streng monoton zunehmenden
Transformationen kennzeichnet die Eignung dieser Mafizahl fiir ordinale Merkmale.

4. Wenn die Rangzahlen nicht nach aufsteigender, sondern absteigender Ordnung vergeben werden,
dann ist R
Rx(l‘l) =n+1-— Rx(l‘,)
die Rangzahl bei absteigender Ordnung, wobei Rx (z;) die Rangzahl bei aufsteigender Ordnung bezeich-
net, und es gilt R R
(Rx (z:) — Ry (y:))* = (Rx (z:) — Ry (y:))*,

so dass sich derselbe Rangkorrelationskoeffizient ergibt.

5. Fiir Daten mit Bindungen sind in der Literatur Modifikationen von r%,, vorgeschlagen worden.

Bemerkung 4.e (Zur Kontingenz)

1. Kontingent (engl.: contingent) bedeutet zufallsbedingt, zufiillig; méglich, aber nicht notwendig. Kon-
tingenz (engl.: contingency) bedeutet Zufilligkeit, Abhiingigkeit vom Zufall, Moglichkeit.

2. Der Koeffizient C' wird manchmal auch als korrigierter Kontingenzkoeffizient bezeichnet. Der un-
korrigierte Kontingenzkoeffizient ist dann

X2 < min.{J,K}—1<1.
n+ x2 min{J, K'}




Kapitel 5

Zeitreihenanalyse

5-1
5. Zeitreihenanalyse
5.1 Komponentenmodelle
5.2 Bestimmung der glatten Komponente durch gleitende
Durchschnitte
5.3 Bestimmung der Saisonkomponente
5-2

Bemerkung 5.1

¢ Finanzmarktzeitreihen, z. B. Aktienkurse, Wechselkurse, Zinssétze,
sind in der Regel irregulir, ohne saisonale Muster und werden in der
Regel durch stochastische Modelle dargestellt.

e Okonomische Umsatzreihen, Reihen von Arbeitslosenzahlen etc. sind sai-
sonalen Schwankungen unterworfen und werden héufig durch deskriptive
Komponentenmodelle dargestellt.
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5-3
5.1 Komponentenmodelle

Bemerkung 5.2 (Komponenten einer Zeitreihe)
Trendkomponente langfristig, “glatt®,
relativ gleichformig

Konjunkturkomponente mittelfristig, zyklisch,
oder zyklische Komponente  Zykluslénge: 3 bis 7 Jahre

g; glatte Komponente Trend + Konjunktur
s; Saisonkomponente zyklisch, Jahreszeiteneinfluss,
Wetter, Ferienzeiten, Festtage,
Erntezyklen, ...
u; Restkomponente irregulére Einfliisse, Mefifehler,
oder irreguldre Komponente Zufallsfehler

Bemerkung 5.3 (Komponentenmodelle)

e Additives Komponentenmodell:
Yi = gi T Si + Uy, izl,...,’l’L
e Multiplikatives Komponentenmodell:

Yi = Gi * Si - Ug, i:]-v"’an

5-5
5.2 Bestimmung der glatten Komponente durch gleitende
Durchschnitte

Bemerkung 5.4 (Annahmen)
e Es liegen Beobachtungen y; zu den Zeitpunkten ¢; fiir : = 1,...,n vor.
e Es liegt ein additives Komponentenmodell vor.

e Es wird vorausgesetzt, dass die Zeitpunkte ¢; Aquidistant sind.




Definition 5.5 (Gleitender Durchschnitt der Ordnung \)
e Gleitender Durchschnitt der Ordnung A = 3:

L def Yi—1 T Yi + Yit1
A e

e Gleitender Durchschnitt ungerader Ordnung A = 2[+1firl =1,2,...:

- def Yieil+ -+ Y2+ ¥Yi1 +Yi +Yit1 + Yit2 + -+ Yipl
9i 20+ 1
!

1

5-7
e Gleitender Durchschnitt der Ordnung A = 2:
1 1
_def ¥i-1t¥it oY1 1 r 1
gi = 2 = 4%71 + Q?Jz+ 4yz+1
e Gleitender Durchschnitt gerader Ordnung A = 2[ fiir [ =1,2,.. .:
1 ‘= 1
sYicl+ D Yith T 5Yit
- def h=—1+1
Gi Y,
Bemerkung 5.6
e Im Fall einer ungeraden Ordnung ist g; ein arithmetisches Mittel.
e Im Fall einer geraden Ordnung ist g; ein gewichtetes Mittel.
5-8

Bemerkung 5.7 (Schiitzung der glatten Komponente)

e Im Fall von Monatsdaten (12 Beobachtungen pro Jahr) wird die glatte
Komponente durch einen gleitenden Durchschnitt der Ordnung A = 12
geschétzt.

e Im Fall von Vierteljahresdaten (4 Beobachtungen pro Jahr) wird die
glatte Komponente durch einen gleitenden Durchschnitt der Ordnung
A = 4 geschiéitzt.

e Durch die Gliattung tritt eine Reihenverkiirzung ein. Bei einer Durch-
schnittsbildung der Ordnung 12 (bzw. 4) gehen jeweils zu Anfang der
Beobachtungen und zu Ende der Beobachtungen 6 (bzw. 2) Werte verlo-
ren.
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5-9
5.3 Bestimmung der Saisonkomponente

Bemerkung 5.8 (Modellannahmen)
e Aquidistante Zeitpunkte t; < to < ... < tp.

e Annahme eines additiven Komponentenmodells der Form
Yi=¢gi+si+u;, t=1,...,n.

mit konstanter Saisonfigur. Es gibt eine kleinste Zahl K, die soge-
nannte Periodenlinge, so dass fiir die Saisonkomponente

Sk+j-K = Sk, kil,...,K, j:0,1,2,...

gilt. Auflerdem gilt die Normierungseigenschaft

K
Zsk =0.
k=1

5-10
Bemerkung 5.9

e Es gibt nur K sich periodisch wiederholende Werte fiir die Saisonkompo-
nente, so dass nur si, So, ..., Sk bestimmt werden miissen.

e Bei Monatsdaten ist K = 12, bei Vierteljahresdaten ist K = 4.

5-11
Bemerkung 5.10 (Phasendurchschnittsverfahren)

1. Bestimmung der glatten Komponente g; durch gleitende Durchschnitte
der Linge A = K und Berechnung der trendbereinigten Reihe

di =Yi — gi-
2. Fiir jeden Wert der Saisonphase k bestimmt man den Rohwert

- 1
dkzjkzj:dk_;,_j.}( k=1,....K,

wobei iiber die Jj, verfiigharen Werte dj ;. x summiert wird.

3. Berechnung der normierten Schitzwerte Sy, fiir sg,

1 K
észk—§ZJi, k=1,... K.
=1
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5-12
Bemerkung 5.11

e Fiir die Rohwerte dj, gilt im allgemeinen nicht

K —
dp =0.

e
Il
—

e Die normierten Schéitzwerte §; erfiillen die Bedingung

K

E
Il
-
>
S
Il
o

e Hier wird im Unterschied zu Mosler/Schmid die Bezeichnung J;, verwen-
det, da Jy mit k variiert. J; hingt von der Anzahl n der Ausgangswerte
und der Anzahl der durch die gleitende Durchschnittsbildung fehlenden
Werte zu Beginn und Ende der Zeitreihe ab.

5-13
Bemerkung 5.12 (Saisonbereinigung)
Aus der Ausgangsreihe

Y1,Y25- -+, Yn

und den Schitzwerten

§17§2a-~-58K
fiir eine konstante Saisonfigur erhilt man die saisonbereinigten Zeitreihen-
werte
Y; =Yi — Sk
fiir
i=k+j-K, k=1,...,K und j5=0,1,....

5.4 Erginzungen

Bemerkung 5.a (Trendkoeffizienten)

Die glatte Komponente kann alternativ durch einen linearen Trend bestimmt werden, dabei ist

gi:aerti, i:17...,n

39

unterstellt. Die Trendkoeffizienten a und b konnen nach der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt
werden. Es handelt sich um eine lineare Regression, wobei die Zeiten t; die Werte des Regressors sind. Es

ergibt sich dann

n
Z tiyz nty
p— =L
n
> 12 — nt?
i=1
und
a=9y—bt
mit
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Kapitel 6

Zufallsexperimente und
Wahrscheinlichkeit

6-1
6. Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeit
6.1 Zufallsexperimente
6.2 Wahrscheinlichkeit
6.3 Unabhingigkeit von Ereignissen
6-2

Bemerkung 6.1 (Mengentheoretische Grundbegriffe)

e 2 ist ein Element (element) der Menge (set) A:

re A

e A ist eine Teilmenge (subset) von B:

ACBg(zeA = z € B)

e Leere Menge (empty set, null set):

¢ (auch {})

e Die Menge aller Teilmengen einer Menge A heifit Potenzmenge von A

(power set of A):

P(A) ¥ (BB c A}

Eine alternative Bezeichnung fiir die Potenzmenge ist 24.
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6-3
e Durchschnitt (intersection) der Mengen A und B:
AnB ¥ {z|x € A,z € B} ={z|x € Aund x € B}
e Durchschnitt der Mengen A1, Ao, ..., Ay:
N4 E AN N4, ={z|zeAfiri=1,..n}
i=1
e Durchschnitt der Mengenfolge A1, 4s, .. .:
~ def S
mAi = {z|lre A firi=1,2,...}
i=1
6-4
e Vereinigung (union) der Mengen A und B:
AuB ¥ {z|z € Aoder z € B}
e Vereinigung der Mengen A, Ay, ..., Ay:
n
Ua & au4u---04,
i=1
e Vereinigung der Mengenfolge Aq, Ao, .. .:
U A Y {z |z € A; fir mindestens eini € {1,2,...}}
i=1
6-5

e Differenzmenge (set difference):

A\B ¥ {z|zcAx¢ B}

Komplementmenge (complement) von A bzgl. Q mit A C Q:

A o\4

Die Mengen A und B sind disjunkt (disjoint, mutually exclusive) genau
dann, wenn

ANB=10.

e Kartesisches Produkt (Cartesian product) von zwei Mengen A und B:

Ax B ¥ {(z,y)lz € A,y € B}




Bemerkung 6.2 (Spezielle Mengen)
e Menge der reellen Zahlen (set of real numbers): R
e Menge der natiirlichen Zahlen (set of natural numbers):

N (1,2,

e Intervalle (intervals)

la, b] et {reR|a<z<b}

[a,b) ¥ {zeR|a<z<b}

]—00,b] e {reR|z<b}

6.1 Zufallsexperimente

Bemerkung 6.3 (Zufallsexperiment)
Beispiele fiir Zufallsexperimente (random experiments) oder zuféllige Versuche:

e Lostrommel (Lotto), Gliicksrad, Roulette,...
o Wiirfelwurf, Miinzwurf, Werfen einer Reiflzwecke

e Messungen bei geplanten Experimenten in den Naturwissenschaften
(zufilliger Messfehler)

Zihlungen und Erhebungen (Erhebungsfehler, Antwortfehler,. . .)

Sozialwissenschaftliche Befragung (Stichprobenfehler, Antwortvariabi-
litéit,. .. )

Bemerkung 6.4 (Eigenschaften eines Zufallsexperiments)

1. Alle moglichen Ergebnisse w des Zufallsexperimentes sind a priori be-
kannt und koénnen durch die Ergebnismenge {2 beschrieben werden.

2. Der Experimentausgang ist unbekannt, aber den Ereignissen sind Wahr-
scheinlichkeiten zugeordnet.

3. Das Experiment ist (zumindest gedanklich) wiederholbar.

Bemerkung 6.5 (Ergebnismenge)

e Die Ergebnismenge (oder Grundgesamtheit) € ist die Menge aller
moglichen Ergebnisse (outcomes) wi,ws,ws, ... eines Zufallsexperimen-
tes.

e Im Folgenden wird die Ergebnismenge {2 immer als nichtleere Menge vor-
ausgesetzt.
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Definition 6.6 (Ereignisse)
Gegeben sei eine Ergebnismenge ().

e Teilmengen von 2 heiflen Ereignisse (events), A, B,...C .
e O heifit sicheres Ereignis (sure event).

e Die leere Menge () heifit unméogliches Ereignis.

Eine einelementige Teilmenge (singleton) von Q, {w} C Q mit w € Q,
heifit Elementarereignis.

Bemerkung 6.7
e Esgilt ) C Qund Q C Q.

e Zu unterscheiden sind die Ergebnisse w € (2 und die Elementarereig-
nisse {w} C Q.
Z.B.gilt 1 € N, {1} C N und {1} € P(IN).

6-10
Definition 6.8 (Ereignissystem)
Gegeben sei eine Ergebnismenge 2. Eine nichtleere Teilmenge A von P(£2), der
Potenzmenge von €2, heifit Ereignissystem (System von Ereignissen).

Bemerkung 6.9
e A ist ebenfalls eine Menge.

e Die Elemente von A sind Teilmengen von {2.

6-11
Beispiel 6.10 (Wiirfelwurf)
Fir i =1,...,6 bezeichne w; das Ergebnis: “i Augen liegen oben”.
e Ergebnismenge: Q = {wy,ws,...,ws}

e Die Potenzmenge enthilt 26 = 64 Elemente, d. h. Teilmengen von Q:

P@={alacot={ 0{u}{ws}... {ws},
{wi,wo b, {wr,wsly ..., {ws, we},
{o.)l,(JJQ,Wg},...,{W4,W5,w6},

{wl,wg,...,wg} }

e {ws} ist das Ereignis , Die Augenzahl sechs wurde gewiirfelt“.

o {wo,wyq,wg} ist das Ereignis , Eine gerade Augenzahl wurde gewiirfelt“.
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Beispiel 6.11 (Fairer Wiirfel)
(fair bedeutet hier: gleichwahrscheinliche Elementarereignisse)
1
P({wi})ZE, i=1,...,6
1 1 1 1
P({w,w1,we}) = P({wa}) + P({wi}) + Pl{we}) = g + 2 + 2 = 5

»Definition“ der Wahrscheinlichkeit nach Laplace:

_ Anzahl der giinstigen Félle  [{wo,ws,we}| 3

P = = - =
({wz, w1, w0}) Anzahl der moglichen Félle 9] 6

6-13
6.2 Wahrscheinlichkeit

Bemerkung 6.12 (Axiomensystem von Kolmogoroff)
e Axiom 1 (Nichtnegativitit): P(A) > 0 gilt fiir jedes Ereignis A.

e Axiom 2 (Normierung):
PQ)=1

o Axiom 3 (Additivitét):

ANB=0 = P(AUB)=P(A)+ P(B)

e Axiom 3’ (o-Additivitét, Totaladditivitét):

P (U AZ-) =Y P(4;), falls A;NA;=0 firalle i#;
=1 i=1

6-14
Bemerkung 6.13

e Im Folgenden werden stets die Axiome 1, 2 und 3’ fiir eine Wahrschein-
lichkeit (probability) P unterstellt.

e Das Axiom 3 folgt aus dem Axiom 3’, sieche unten Satz 6.17.

e Formal ist P eine reellwertige Funktion, deren Definitionsbereich ein Er-
eignissystem A C P(Q) ist. Damit sinnvoll Wahrscheinlichkeiten be-
rechnet werden konnen, muss A geniigend viele Ereignisse enthalten, an-
dererseits ist P(£2) hiufig zu grof.

Definition 6.14 (Komplementires Ereignis)
Zu jedem Ereignis A € A heifit

AL a\4

das zu A komplementéire Ereignis oder Komplementérereignis.
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6-15
Bemerkung 6.15
Alle Aussagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung (oder Wahrscheinlichkeitsalge-
bra) ergeben sich als logische, beweisbare Folgerungen aus den Axiomen.

6-16
Satz 6.16 (Wahrscheinlichkeit des unmdoglichen Ereignisses)
Das unmdgliche Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit Null, d. h. es gilt
P(®) =0.
Satz 6.17 (Axiom 3)
Fiir zwei Ereignisse A und B gilt
AnNB=0 = P(AUB)=P(A)+ P(B).
Satz 6.18
Fiir jedes Ereignis A gilt B
P(A)=1-P(A)
und
PA)<1
6-17
Satz 6.19

Fiir beliebige Ereignisse A und B gilt
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Beispiel 6.20 (Wiirfelwurf)

Fiir
A= {w2,w47W6}7 B = {Wl,WQ,OJg}
gilt
AUB = {w17w27w37w47w6}
und




6-18
Definition 6.21 (Paarweise disjunkt)
Die Ereignisse A1, Ao, ..., A, heiflen paarweise disjunkt, falls

A;NA;j =0 firdj=1,...,nmit i # j.
Definition 6.22 (Vollstéindige Zerlegung, Partition)

Die paarweise disjunkten Ereignisse A1, As,..., A, mit A; #Q fiiri=1,...,n
bilden eine vollstéindige Zerlegung oder Partition von {2, falls

erfiillt ist.

6-19
Satz 6.23
Bilden die Ereignisse A1, Ao, ..., A, eine vollstindige Zerlequng von 2, dann
gilt

iP(Ai) = P(Q) =1

und fiir jedes Ereignis B gilt

6-20
6.3 Unabhingigkeit von Ereignissen

Definition 6.24 (Unabhingigkeit von zwei Ereignissen)
Zwei Ereignisse A und B heiflen (stochastisch) unabhingig (stochastically
independent) genau dann, wenn

P(ANB) = P(A) - P(B).
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6-21
Beispiel 6.25 (Fortsetzung Wiirfelbeispiel)

e Die Ereignisse A; = {w1,ws,ws} und Ay = {wa, w4, ws} sind nicht un-
abhingig, da

11 1
P(Al)P(A2)—§§—Z
und
e Die Ereignisse A; = {wi,ws,ws} und C = {wy,ws,ws,ws} sind un-
abhingig, da
41 1
P(C)P(Ay) === ==
(@ P(A) =52 =2

und
P(CNA) = P({wr,ws)) = % .

6-22
Definition 6.26
Die n Ereignisse Ay, ..., A, heilen paarweise unabhingig (pairwise inde-
pendent), falls

Bemerkung 6.27
Aus der paarweisen Unabhéngigkeit von mehr als zwei Ereignissen folgt nicht
die im Folgenden definierte vollsténdige Unabhéngigkeit.

6-23
Definition 6.28
Die n Ereignisse A1, ..., A, heilen vollstindig unabhéngig (totally indepen-
dent, mutually independent) oder kurz unabhingig , falls fiir jede Auswahl
von m Indizes i1,...,im € {1,...,n}, 2<m <n,

P(Ay, NA,N...NA;, ) =P(A;) ...  P(A;)

tm

gilt.

Bemerkung 6.29
Drei Ereignisse A, B und C sind unabhéngig, falls sie paarweise unabhéngig
sind, d.h. wenn

P(ANB)=P(A)P(B),P(ANnC)=P(A)P(C),P(BNC) = P(B)P(C)
gilt, und falls zusétzlich zur paarweisen Unabhéngigkeit
P(ANnBNC)=P(A)P(B)P(C)

gilt.
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6-24
Beispiel 6.30 (Wein und stochastische Unabhingigkeit)
Im Durchschnitt ist jede zehnte Weinflasche durch Korkgeschmack verdorben:
p = 0.10 = 10%. Es wird angenommen, dass die Ereignisse stochastisch un-
abhéngig sind.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit py, dass zwei hintereinander getffnete Wein-
flaschen verdorben sind?

pa=p-p=p°> =001

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit p3, dass drei hintereinander ge6ffnete Wein-
flaschen verdorben sind?

ps=p-p-p=p° =0.001

Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit q19, dass zehn hintereinander getffnete
Weinflaschen nicht verdorben sind?

qi0 = (1 —p)'? =0.9'"" = 0.3487 = 34.87%

6.4 FErginzungen

Bemerkung 6.a (Zur Selbstkontrolle) Im Kapitel 6 eingefithrte Begriffe und Konzepte: Zufallsexperi-
ment, Ergebnis, Ergebnismenge, Ereignis, Elementarereignis, Ereignissystem, unmogliches Ereignis, siche-
res Ereignis, fairer Wiirfel, gleichwahrscheinlich, Laplace-Wahrscheinlichkeit, giinstige und mogliche Félle,
Axiomensystem von Kolmogoroff, Nichtnegativitdt, Normierung, o-Additivitdt, paarweise disjunkt, komple-
mentéres Ereignis, Zerlegung, Unabhéngigkeit von Ereignissen.

Beweis von Satz 6.16: Setze A; = Q und Ay = A3 = ... = (). Mit Axiom 3 folgt

P(Q)=P (U Ai> — P(Q) + ip(w).

Wegen P(Q2) =1 (Axiom 2) kann die Gleichung
oo
1=1+Y P
i=2

nur mit P() = 0 erfiillt werden.
Beweis von Satz 6.17: Setze A = A, A, = B und A3 = A4 = ... = (). Dann gilt

P(AUB) =P <G Ai> = P(A) + P(B) + f: P(A;) = P(A) + P(B).
i=1 =3

Beweis von Satz 6.18: Die erste Aussage folgt aus
P(A)+ P(A)=P(Q) =1.

Die zweite Aussage folgt aus ~
P(A)=1-P(4)

und der Nichtnegativitit von P(A) (Axiom 1).

Beispiel 6.b (Zur paarweisen Unabhéngigkeit) Es sei Q = {w,ws, w3, ws} mit P({w;}) = 1 fiir i =
1,...,4. Fiir die Ereignisse A = {w;, w2}, B = {w2, w3}, C = {w;,ws} verifiziert man leicht

P(AmB):P(BmC):P(AﬁC):i
P(ANBNC)=0.
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e Die drei Ereignisse A, B und C sind paarweise unabhéingig.

e Die drei Ereignisse A, B und C sind nicht unabhingig.

Beispiel 6.c (Zur paarweisen Unabhéngigkeit) Es sei Q = {wi,wo,...,ws} mit P({w;}) = § fiir i =
1,...,8. Fiir die Ereignisse A = {w1,wa,ws, w4}, B = {w1, ws,ws,we}, C = {ws, ws,ws,ws}, D = {wa, ws, we, wr}
verifiziert man leicht

P(AﬁB):P(AQC):P(AQD):P(BOC):P(BDD):i

1
P(ANBNC)=0 und P(ANBND)= 3
e Die drei Ereignisse A, B und C sind paarweise unabhéngig, aber nicht unabhéingig.

e Die drei Ereignisse A, B und D sind unabhéngig.

e Die vier Ereignisse A, B, C' und D sind nicht unabhéngig.

Definition 6.d (Ereignis-o-Algebra) Enthélt ein Ereignissystem A C P(Q)

1. das Ereignis €2,
2. zu jedem Ereignis A € A auch das komplementire Ereignis A, und

3. zu je abzéhlbar unendlich vielen Ereignissen Ay, A, ... auch deren Vereinigung und Durchschnitt,

so nennt man A eine Ereignis-o-Algebra auf .
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Zufallsvariable und Verteilung

7-1
7. Zufallsvariable und Verteilung
7.1  Zufallsvariable
7.2  Verteilungsfunktion
7-2

7.1 Zufallsvariable

Bemerkung 7.1

Gegeben sei ein Zufallsexperiment mit der Ergebnismenge 2. In der Regel will
man die Ergebnisse durch reelle Zahlen reprisentieren bzw. die w € 2 sind
Merkmalstriger und man interessiert sich fiir die Merkmalswerte X (w). Formal
interessieren reellwertige Abbildungen (Funktionen)

X: Q>R we X(w),
fiir welche die Wahrscheinlichkeiten
def

P(X <) P({we Q| X(w) < a})

fir alle x € R bestimmbar sind.

o1
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7-3
Beispiel 7.2 (Wiirfel)
Q = {wla w2, W3, W4, Ws, (U()}
X 1 1 1
1 2 6
1
P(X =2)=P({we Q[ X(w)=2}) = P({lw}) = ¢
2
P(X <2)=P({w € Q] X(w) <2}) = P({w, w2}) = ¢
Beispiel 7.3 (Koérpergrofe)
Q = {w, w2, w3, -+, wy, wio}
X: Lol Lo
175 190 175 # 175 175 180
P(X = 175) = P({w € Q | X(w) = 175}) = P({wr, ws, wo}) = 130
7-4

Definition 7.4 (Zufallsvariable)

Gegeben sei eine Ergebnismenge {2 mit einem Ereignissystem A und einer fiir
die Ereignisse in A4 definierten Wahrscheinlichkeit P.

Eine Funktion X : Q@ — R heifit Zufallsvariable (random variable), falls sich
alle Wahrscheinlichkeiten der Form

PX<z)=P{weQ| Xw)<z}), zeR,
angeben lassen.

Bemerkung 7.5
Dazu muss
{we | X(w)<z}e A furale zeR

gelten.

7.2 Verteilungsfunktion

Definition 7.6 (Verteilungsfunktion von X)
Fiir jede Zufallsvariable X ist durch die Funktion Fx : R — [0, 1],

Fx(x) =P(X <z) firalle z€R,

die Verteilungsfunktion (distribution function, d. f.; cumulative distribution
function, c. d. f.) von X definiert.

Bemerkung 7.7
Wenn nur eine Zufallsvariable X in Frage kommt, wird auch kurz F' anstelle
Fx geschrieben.
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Bemerkung 7.8 (Eigenschaften)
Jede Verteilungsfunktion F' einer Zufallsvariablen X hat die Eigenschaften

e lim F(z)=0

T—>—00

e lim F(z)=1

T—00

e F ist monoton wachsend (monoton nicht abnehmend, monotone non-
decreasing),

a<b=F(a) <F(b) firale a,beR

e F ist rechtsseitig stetig (right-continuous, continuous on the right),

li_r)r%F(ere):F(x) fir alle z € R.

e>0

7-7
Beispiel 7.9 (Treppenfunktion)
X sei die zufillige Augenzahl beim fairen Wiirfelwurf. Die Verteilungsfunktion
F(z) = P(X < z) von X ist wegen

P(X<z)=)» P(X=i) und mx:@:% fiir i = 1,...,6
i<z

eine Treppenfunktion (step function) mit Spriingen (jumps) der Hohe 1/6
an den Stellen 1,2, ..., 6.

0 <1
1/6 1<2<?2
2/6 2<z<3

F(z)=4 3/6 falls 3<z<4
4/6 4<z<5
5/6 5<x <6
1 6<z

7-8
Bemerkung 7.10
Wenn die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X stetig ist, dann gilt

P(X=z)=0 furalle zeR.

Beispiel 7.11
Gegeben sei die stetige Verteilungsfunktion

0 <0
Fx(zx)=<} = falls 0<z<1
1 1<z

einer Zufallsvariablen X. Dann gilt
PO<X<1)=1

und
Pla<X<b)=b—a firale 0<a<b<l1.
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7-9
Bemerkung 7.12
Eine gegebene Verteilungsfunktion legt unmittelbar die Wahrscheinlichkeiten

P(X <z)=P(X €]-00,z]) = Fx(x)

fiir alle x € R fest. Aus diesen erh#lt man die Wahrscheinlichkeiten komplizier-
terer Ereignisse. Fiir a < b erhélt man z. B.

P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a).

Es gilt
]—00,b] =]—00,a] Ula,b] und ]—o0,a] Nla,b] =0.

Aus der Additivitét fiir disjunkte Ereignisse folgt

P(X <b)=P(X <a)+Pla< X <b)

bzw.

Fx(b) = Fx(a) + Pla < X <b).

7-10
Definition 7.13 (p-Quantil)

e Zu vorgegebenem 0 < p < 1 heifit die Zahl
zp, = min{z | Fx(z) > p}
p-Quantil (p-quantile) oder p-Fraktil von X.
e Das Quantil g 5 heift Median (median).

® Z0.95, Tos, Lo sind die Quartile (quartiles).

7.3 Erginzungen

Bemerkung 7.a (Zur Selbstkontrolle) Im Kapitel 7 eingefiihrte Begriffe und Konzepte: Zufallsvariable,
Verteilungsfunktion, Wahrscheinlichkeitsverteilung, p-Quantil einer Zufallsvariablen, Median, Quartile.

Bemerkung 7.b Im Rahmen der deskriptiven Statistik (Kapitel 1) wurde das Symbol Z, fir das p-Quantil
der Daten eingefiihrt, das aus der empirischen Verteilungsfunktion der Daten berechnet wird. Hier wird mit x,,
das p-Quantil einer Zufallsvariablen X bezeichnet. Dieses ist eine Mafizahl der Wahrscheinlichkeitsverteilung
von X und wird aus der Verteilungsfunktion Fx abgeleitet. Diese beiden Konzepte finden im Rahmen der
schlielenden Statistik (Kapitel 12 bis 20) zueinander. Wenn némlich Z, aus einer Stichprobe vom Umfang n
berechnet wurde, dann ist T, ein Schétzwert fiir das p-Quantil z, der Grundgesamtheit.

Bemerkung 7.c Die Quantile g2, Zg.4, 0.6, Zo.s heifen Quintile (quintiles), die Quantile zq 1, 0.2, 0.3,
To.4, 0.5, L0.6, £0.7,20.8, To.9 heilen Dezile und die Quantile xg.01, To.02, ..., €o.99 heilen Centile oder
Perzentile.
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8. Diskrete Verteilungen
8.1 Wabhrscheinlichkeitsfunktion
8.2 Bernoulli-Verteilung
8.3 Binomialverteilung
8.4 Poisson-Verteilung
8-2

8.1 Wahrscheinlichkeitsfunktion

Definition 8.1 (Diskrete Zufallsvariable, Triger)

e Eine Zufallsvariable X und ihre Verteilung heiflen diskret (discrete), falls
es eine endliche oder abzidhlbar unendliche Menge Tx C R mit

P(X=z)>0 furalle zeTx

und

zeTx
gibt.

e Die Menge T'x heifit dann Triger (support) der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung von X.
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8-3
Beispiel 8.2
X bezeichne die Augenzahl beim Wiirfelwurf. X ist eine diskrete Zufallsvariable
mit dem Triger Tx = {1,2,...,6}.

Definition 8.3 (Wahrscheinlichkeitsfunktion)
Fiir eine diskrete Zufallsvariable X heifit die Funktion

fx :R—=1[0,1], z+— fx(z)=P(X =2x)

Wahrscheinlichkeitsfunktion (probability function, probability mass functi-
on) von X.

Beispiel 8.4
X sei die Augenzahl beim Wiirfelwurf. X hat die Wahrscheinlichkeitsfunktion

: r€{1,2,3,4,5,6} = Tx
fx(x) = falls

8.2 Bernoulli-Verteilung

Definition 8.5 (Bernoulli-Verteilung)
Essei 0 <7 <1.

¢ Eine Zufallsvariable X mit dem Triger Tx = {0, 1} und der Wahrschein-
lichkeitsfunktion

heifit Bernoulli-verteilt mit dem Bernoulli-Parameter .

e Schreibweise: X ~ B(1,).

8-5
Bemerkung 8.6 (Bernoulli-Experiment)

e Ein Bernoulli-Experiment ist ein Zufallsexperiment mit zwei mogli-
chen Ergebnissen.

e Ein Ergebnis entspricht X = 1 und wird als ,Erfolg“ bezeichnet, das
andere Ergebnis entspricht X = 0 und wird als ,,Misserfolg* bezeichnet.

o "X =1" zeigt das Auftreten eines interessierenden Ereignisses an.

e Der Bernoulli-Parameter 7 heifit daher auch Erfolgsparameter.




Bemerkung 8.7
Fiir irgendeine Zufallsvariable Y und A C R gelte

¥ Pyea e,

d. h. das Ereignis Y € A tritt mit der Wahrscheinlichkeit 7 ein. Fiir die durch

1 YeA
X = falls
0 YA

gebildete Zufallsvariable X gilt dann
X ~ B(1,7).

In diesem Zusammenhang bezeichnet man X auch als Indikatorvariable.

8-7
8.3 Binomialverteilung
Definition 8.8 (Fakultit und Binomialkoeffizient)
o Fakultat
0 4
n!d§f1~2~~~(n71)~n:Hi fir nelN
i=1
e Binomialkoeffizient
N\ def n! ..
8-8

Beispiel 8.9 (Binomialverteilung)
n = 10 Schiisse sind (unabhingig) auf ein Ziel gerichtet. Jeder Schuss trifft mit
einer Wahrscheinlichkeit von 7 = 0.9.

e Die zufillige Trefferzahl X ist dann binomialverteilt mit den Parame-
tern n = 10 und 7 = 0.9:
X ~ B(n,n).

e Die Wahrscheinlichkeit von z. B. vier Treffern ist

P(X =4)= <140> 0.9*0.16.
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Definition 8.10 (Binomialverteilung)
EsseiO0 <7 <1lundneN.

e Eine Zufallsvariable X mit dem Triger Tx = {0,1,...,n} und der Wahr-
scheinlichkeitsfunktion

)77””(1 —m)ne fir zeTx
heifit binomialverteilt mit den Parametern n und .
e Schreibweise: X ~ B(n, ).

Bemerkung 8.11 (Eigenschaften)

e Es gilt

Z fx(m) =1.
=0

8-10
Bemerkung 8.12 (Zur Interpretation)
X ist die zufillige Anzahl der Erfolge bei n unabhingigen Versuchen (un-
abhéngigen Bernoulli-Experimenten) mit der Erfolgswahrscheinlichkeit .

Beispiel 8.13 (Wein und Binomialverteilung)

Im Durchschnitt ist jede zehnte Weinflasche durch Korkgeschmack verdorben.
Die Ereignisse sind als stochastisch unabhéngig vorausgesetzt.

Wie grof sind dann die Wahrscheinlichkeiten, dass von zehn gekauften Wein-
flaschen keine und genau eine verdorben sind?

X bezeichne die Anzahl der verdorbenen Weinflaschen. Dann ist X binomial-
verteilt mit den Parametern n = 10 und 7 = 0.10 und es gilt

10
P(X =0) = <o> -0.1°.0.9'% = 0.91° = 0.3487,

10

PX=1)= ( ) ) -0.1-0.97 = 0.3874.

8-11
Beispiel 8.14 (Hochwasser)

o 7 = (.05 bezeichnet die Wahrscheinlichkeit eines Hochwasser-Jahres.

e Annahme: Unabhéngigkeit der Hochwasserereignisse verschiedener Jahre.

X bezeichne die Anzahl der Hochwasser-Jahre in n Jahren, dann gilt

X ~ B(n, 0.05).

Fir n = 20 erhélt man

20 ,
P(X =z)= ( )0.05%.9520—% fir x <€ {0,1,...,20}
T
und speziell
P(X =0)=0.358, P(X <1)=0.736,

P(X <2)=0.925, P(X <3)=00984.
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8.4 Poisson-Verteilung

Beispiel 8.15 (Kreditkartengesellschaft)
Betrachtet wird die Notrufzentrale einer Kreditkartengesellschaft.

e X bezeichne die zufillige Zahl von Meldungen pro Stunde.
e Durchschnittlich gehen drei Meldungen pro Stunde ein.

e X folgt einer Poisson-Verteilung mit dem Parameter p = 3.
e Dann gilt z. B. 52

P(X=2)= e ~022.

Definition 8.16 (Poisson-Verteilung)
Es sei > 0.

e Eine Zufallsvariable X mit dem Trager

Ty © {0,1,2,...}

und der Wahrscheinlichkeitsfunktion

fx(x)=P(X =x) = 'u—'e_“ fir zeTx
!
heifit Poisson-verteilt mit dem Parameter pu.

e Schreibweise: X ~ Poi(p).

8-14
Bemerkung 8.17 (Anwendung)

e Das Zihlen von Ereignissen, die zufillig und voneinander unabhingig
innerhalb eines Zeitintervalls auftreten, fithrt zur Poisson-Verteilung.

e Beispiele:

— Telefonanrufe pro Stunde in einer Vermittlungsstelle

— Emittierte a-Teilchen pro Minute beim radioaktiven Zerfall

o 4 heifit in diesem Zusammenhang auch Intensitétsrate. Diese gibt die
durchschnittliche Ereignishdufigkeit in einem Intervall der Linge 1 an.
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8-15
Bemerkung 8.18 (Approximation)

e X ~ B(n,n) mit n sehr grof und 7 sehr klein, dann ist X niherungsweise
Poisson-verteilt mit p = nm.

e Als Faustregel fiir die Zuléssigkeit der Approximation gilt, dass die drei
Bedingungen
<01, n>50, nr<9

erfiillt sind.

e Wahrscheinlichkeiten einer Poisson-Verteilung lassen sich im allgemeinen
leichter berechnen als Wahrscheinlichkeiten einer Binomialverteilung.

e Beispiel: Anzahl der falsch gedruckten Buchstaben pro Seite.

8.5 Erginzungen

Bemerkung 8.a (Zur Selbstkontrolle) Im Kapitel 8 eingefiihrte Begriffe und Konzepte: Diskrete Zufalls-
variable, Trager, Wahrscheinlichkeitsfunktion, Bernoulli-Verteilung, -parameter, -experiment, Erfolgsparame-
ter, Binomialverteilung, Poisson-Verteilung.

Beispiel 8.b (Lotto 1) Beim Lotto 6 aus 49 gibt es
of (4
N ¥ <69) = 13983816

verschiedene Tippreihen. Die Wahrscheinlichkeit, mit einer abgegebenen Tippreihe einen ,Sechser® (sechs
richtige Zahlen) zu erreichen, ist daher

1 1

—=—— =0 15% .
N = 13083816 _ 00000715%

Es geniigt, alle N verschiedenen Tippreihen abzugeben, um mit Sicherheit einen ,,Sechser* (sechs Richtige) zu
erhalten. Neben einem ,,Sechser“ ist die Anzahl der zusétzlich erzielten , Fiinfer*

6\ (43
=6-43 =125
(B)(7)=0-o=2s
6\ (43
=15-903 = 13545
(5)(2)

(g) (433) = 2012341 = 246 820.

Um den Jackpot zu knacken, muss der ,,Sechser” mit der richtigen Superzahl (€ {0,1,...,9}) kombiniert sein.
Mit 10 - N verschiedenen Tippreihen kann man also den Jackpot mit Sicherheit knacken.

der ,, Vierer®

und der ,,Dreier*

Beispiel 8.c (Lotto 2)

Beim Lotto 6 aus 49 gibt es NV 4 13083816 Tippreihen und 10 Superzahlen. Wie grof§ ist die Wahrschein-
lichkeit, dass der Jackpot geknackt wird (,,Sechser und richtige Superzahl), wenn n Tippreihen zufiillig und
voneinander unabhéingig ausgewéhlt und jeweils zuféllig mit einer Superzahl kombiniert werden?
Die Trefferzahl ist binomialverteilt mit den Parametern n und der Erfolgswahrscheinlichkeit

def 1

= — = . -8
LT 0.715-107".
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Die Poisson-Approximation fiithrt zur Zufallsvariablen X mit dem Parameter p = nm und den Wahrscheinlich-
keiten

k
o p(X:k):%e*“, k=0,1,2,....

Beispielsweise erhélt man fiir n = 120000 000 den Parameter p = 0.8581 und die Wahrscheinlichkeiten
pg=e *=42%, p; = pe * = 36%.

Werden also n = 120000 000 (120 Millionen) zufillige Tippreihen abgegeben, so ist pg = 42% die Wahrschein-
lichkeit, dass niemand den Jackpot knackt, und p; = 36% ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau eine Tippreihe
den Jackpot knackt. Aulerdem gilt po = 16%, ps = 4%, ps = 1%, ps = 0.2%.

Beispiel 8.d (Lotto 3) Beim Lotto 6 aus 49 gibt es N 4 13983816 verschiedene Tippreihen.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine spezielle Tippreihe, z. B. die Reihe {1,2,3,4,5,6}, auftaucht, wenn

N Tippreihen zuféllig und voneinander unabhingig ausgewéhlt werden?
Die Trefferwahrscheinlichkeit bei einer zufélligen Auswahl einer Tippreihe ist 7 def % = 0.715 - 10~7. Die

Wahrscheinlichkeit fiir genau einen Treffer bei N Versuchen ist durch die Binomialwahrscheinlichkeit

N
( ) )w(l —m)N "t =1 -7 =0.36787945
gegeben. Die Poisson-Approximation fiihrt zu einer Poisson-verteilten Zufallsvariable X mit dem Poisson-
Parameter A = 1 und der Wahrscheinlichkeit fiir einen Erfolg von

11

PX=1)= Fe* =e 1 =0.36787944.

Beispiel 8.e (Lotto 4) Beim Lotto 6 aus 49 gibt es N 4f 13983816 verschiedene Tippreihen.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass jede Tippreihe genau einmal gewéhlt wird, wenn N Tippreihen
zufillig ausgewahlt werden?

Die Wahrscheinlichkeit, bei der zweiten Wahl nicht die zuerst gewéhlte Tippreihe zu wahlen, ist % Die
Wahrscheinlichkeit, bei der dritten Wahl nicht die beiden Reihen der ersten und zweiten Wahl zu wéhlen, ist
N=2 Die Wahrscheinlichkeit, bei der letzten der N Ziehungen keine der bereits gezogenen N — 1 verschiedenen

N
Reihen zu wéhlen, ist % Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist daher

N—1 .
def N —1 N —1)!
o ] 1)

N ~  NN-1

i=1
Zur Berechnung von py verwendet man vorteilhaft
(N -1)!

Die Funktion In(n!) fiir n € IN steht entweder in Software zur Verfiigung oder n! kann mit Hilfe der Gamma-
funktion berechnet werden. Die Wahrscheinlichkeit py kann z. B. mit der Software GAUSS durch

exp(lnfact(N-1) - (N-1)*1n(N))

im Prinzip berechnet werden. Man erhélt z. B. pigg = 0.93 - 10742 und prgo = 0.65 - 107303,

Bereits p1ggo fithrt aber zu einer so winzigen Zahl, dass diese im Rahmen der Rechengenauigkeit des Programms
nicht mehr von Null unterschieden werden kann.

Beispiel 8.f Beim wiederholten Werfen einer Miinze bezeichne Y die Anzahl der Wiirfe bis erstmalig ,,Zahl“
oben liegt. Bei stochastischer Unabhéingigkeit der Ergebnisse ist Y eine diskrete Zufallsvariable mit dem Trager
IN und der Wahrscheinlichkeitsfunktion

% zeIN
fr(x)=PY =x) = falls
0 x ¢ IN.
Dabei gilt
=1 1 1 1 1
ny(l’)—zi—i‘i‘z‘f'g'f‘ﬁ‘i‘—l
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Stetige Verteilungen

9-1
9. Stetige Verteilungen
9.1 Dichtefunktion
9.2 Rechteckverteilung
9.3 Exponentialverteilung
9.4 Normalverteilung
9-2

9.1 Dichtefunktion

Definition 9.1 (Stetige Zufallsvariable, Dichtefunktion)

e Eine Zufallsvariable X und ihre Verteilung heiflen stetig (continuous),
falls es eine Funktion fx : R — [0,00[ gibt, so dass

Fx(z) = P(X < z) = / fe(dt firalle zeR

—o0
gilt.

e Die Funktion fx(z) heift dann Dichtefunktion (probability density
function, p.d. f.) oder auch kurz Dichte von X.

Bemerkung 9.2
Wenn Fy an einer Stelle x differenzierbar ist, dann gilt F% (z) = fx(z).
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Bemerkung 9.3

Fiir eine stetige Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion fx gilt

fx(x) >0 firalle zeR,

/ fx(@)de =1,

— 00

b
Pla<X <b) = /fX(w)dx

und

P(X=2x)=0 firalle xe€R.

9-3

Beispiel 9.4
X habe die Dichtefunktion

Dann gilt

9.2 Rechteckverteilung

Definition 9.5 (Rechteckverteilung)
Es sei a < .

e Eine Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion

fx(z) = fiir

0 x ¢ [a, f]

heifit rechteckverteilt im Intervall [a, (].

e Schreibweise: X ~ R(«, 3).

o x € [a, f]




e Der Name Rechteckverteilung bezieht sich auf die Rechteckform der Dich-
tefunktion.

Bemerkung 9.6

e Die Rechteckverteilung heiffit auch Gleichverteilung oder uniforme
Verteilung (uniform distribution) wegen der gleichférmigen Verteilung
der Wahrscheinlichkeit.

Bemerkung 9.7
Fir X ~ R(e, ) und a < c<d < g gilt

d—c

P(X € [c,d]) = 3

J— a '
Bemerkung 9.8

e Die Verteilungsfunktion von X ~ R(0,1) ist

0 <0
Fx(x)=<} = falls 0<z<1
1 1 <.

e Die Verteilungsfunktion von X ~ R(«, ) ist

0 <«
Fx(z) = E:g falls a<lz<f
1 6 <.

9.3 Exponentialverteilung

Beispiel 9.9 (Exponentialverteilung)

e Betrachtet wird ein auflergewshnlicher Kurssturz ( Crash), definiert durch
einen DAX-Tagesverlust von iiber 8%. Ein solcher Kurssturz erfolgte zu-
letzt am 11. 9. 2001 und zum vorletzten mal am 28. 10. 1997.

e Modellierung der Zeit zwischen zwei Crashs

e Intensitéiitsrate: Crash/Jahr mit A = %
Mittlere Zwischenereigniszeit: % =10

e Annahme: konstante Intensitétsrate; Prozess ohne Gedéchtnis

e Die zufillige Zwischenereigniszeit X folgt einer Exponentialverteilung mit
dem Parameter A = 1/10 und es gilt z. B.

5
P(X <5)= /fX(x)dlefe’l%:SQB%.
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Definition 9.10 (Exponentialverteilung)
Es sei A > 0.

e Eine Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion

e~ x>0

fX (LL') = fiir
0 <0

heiflit exponentialverteilt mit dem Parameter .

e Schreibweise: X ~ Exp(A).

9-10
Bemerkung 9.11 (Eigenschaften)

e Die Verteilung der Zwischenereigniszeiten (Wartezeiten, Abfertigungszei-
ten,...) bei Poisson-verteilten Ereignishiufigkeiten pro Zeitintervall ist ei-
ne Exponentialverteilung.

e Dabei ist 1/A die mittlere Zwischenereigniszeit und A ist die mittlere
Ereignishdufigkeit pro Zeitintervall.

e Die Verteilungsfunktion von X ~ Exp(A) ist

0 x < 0.

e Fiir X ~ Exp()\) gilt Y = AX ~ Ezp(1) mit der Dichtefunktion

fy(y):e_y, yZO

9-11
Beispiel 9.12 (Exponentialverteilung)

e Betrachtet wird eine Notrufzentrale (siehe oben) mit durchschnittlich drei
Meldungen pro Stunde. Die zuféllige Anzahl der Meldungen pro Stunde
sei Poisson-verteilt.

e X bezeichne jetzt die zuféllige Zeit zwischen zwei Meldungen.
e X ist exponentialverteilt mit dem Parameter A = 3; X ~ Exp(A).

e Die Wahrscheinlichkeit, dass zwischen zwei Meldungen mehr als eine
Stunde vergeht, ist

P(X>1) = 1-P(X<1)
1
= 1—/ 3e 3 dy
0
= 6_3

= 0.05.




9-12
9.4 Normalverteilung

Definition 9.13 (Normalverteilung oder Gauf3-Verteilung)
Es sei p € R und o > 0.

e Eine Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion

def 1 _(e=w?
= e 202

fx(x)

2o
heiit normalverteilt mit den Parametern p und o?2.

e Schreibweise: X ~ N(p,0?).

Bemerkung 9.14 (Eigenschaften) =
Die Dichtefunktion fx (z) von X ~ N(u,0?) hat die folgenden Eigenschaften:
o fx(x) >0 firalle zeR.
fx (z) ist glockenférmig mit einem Maximum an der Stelle x = .
o fx(zx) ist symmetrisch zu p.
fx(x) hat Wendepunkte bei p — o und p+ 0.

[ ]
3
o
o]
=
=

lim fx(z)= lim fx(z)=0.

Tr—00

9-14
Definition 9.15 (Standard-Normalverteilung)
Die spezielle Normalverteilung N (y, 0%) mit den Parametern = 0 und 02 = 1
heifit Standard-Normalverteilung.

Bemerkung 9.16 (Dichte- und Verteilungsfunktion)

e Eine standard-normalverteilte Zufallsvariable U ~ N(0, 1) hat die Dich-
tefunktion

Q.
@
&
[t
|
N

u

folw) = plu) & %

e Die Werte von ®(u) sind vertafelt (in Tabellen angegeben).

o Es gilt
O(—u) =1— d(u).
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9-15
Bemerkung 9.17
Merkmalsbeobachtungen, die vielen unabhéngigen Zufallseinfliissen ausgesetzt
sind, sind haufig ndherungsweise normalverteilt.

Beispiel 9.18
Messwert = wahrer Wert +  Zufallswert (Messfehler)
X = I + Z
Der Messfehler Z hat den Mittelwert 0 und den Streuungsparameter o2.

X ~ N(u,0?) bzw. Z~ N(0,0?)

9-16
Bemerkung 9.19 (Ein-, Zwei-, ..., Sechs-Sigma-Bereiche)

e Fiir k£ > 0 heifit das Intervall [u — ko, u + ko] k-Sigma-Bereich.
e Es gilt

P(X ep—ko,u+ko))=Plpu—ko <X <pu+ko).

e In der Regel ist k eine positive ganze Zahl. Speziell gilt fir k =1,2,...,6
und beliebige ;1 und o?:

P(p—0 < X < p+o) = 0.6826895

)

(b —20 < X < ju+ 20) = 0.9544997
(1 —30 < X < pu+ 30) = 0.9973002
(b —40 < X < pu+ 40) = 0.9999366
P(p—50 < X < pu+ 50) = 0.9999994
P(p—60 < X < pu+ 60) = 0.999999998

AR

9-17
Bemerkung 9.20

e Wahrscheinlichkeiten fiir X ~ N(u,0?) lassen sich auf Wahrscheinlich-
keiten fiir U ~ N(0,1) zuriickfiihren.

e Fiir X ~ N(p,0?) gilt

Fx(z) = P(X<ux)
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Bemerkung 9.21
Fiir k-Sigma-Bereiche gilt

Plp—ko <X <pu+ko)

—- PU
U

I
=

9-18

I
=
™

|
=

|
=

Il
A4
—
>

™ — —
I
—

9.5 Erginzungen
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Bemerkung 9.a (Zur Selbstkontrolle) Im Kapitel 9 eingefiihrte Begriffe und Konzepte: stetige Zufalls-
variable, Dichtefunktion, Rechteckverteilung (uniforme Verteilung, Gleichverteilung), Exponentialverteilung,

Normal- oder Gauf3-Verteilung, Standard-Normalverteilung, Messfehlermodell, k-Sigma-Bereich.

Bemerkung 9.b (Eigenschaften der Normalverteilung)

1. Es gilt

wegen

2. Fiir X ~ N(u,0?) gilt

3. Fiir X ~ N(u,0?) gilt

da

Fxle) = Fy(a) = ( —M) 1, (x—u

fxl@) = 20 (252)).

g o o

).

Beispiel 9.c (Renditeverteilung) Fiir die Tagesrendite X gelte X ~ N(u,0?) mit den Parametern pu =

0.0004 und o = 0.0123.

1. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit einer negativen Tagesrendite?

P(X <0) =

2. Wie grof} ist P(X < p —40)?

PX <p—4o) =

123

) =1-0.51=049

P(Xgo):P(X—Mg—u):P<X_'u§;M):CI)(

-0 (5

< 4> = ®(—4) =1 — (4) = 1 — 0.999968 = 0.000032
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3. Wie grof3 sind die k-Sigma-Bereiche fir k =1,...,47

k| [u—koypu+kol | Plu—ko <X < p+ko)

1| [-0.0119,0.0127] 68.27%
2 | [-0.0242,0.0250] 95.45%
3 | [-0.0365,0.0373] 99.73%
4 | [-0.0488,0.0496] 99.994%

Bemerkung 9.d (Abweichende Notation bei der Normalverteilung) Manchmal werden Normalvertei-
lungen tiber die beiden Parameter p und o parametrisiert. Wahrend hier, und iiberwiegend in der Literatur,
N(1,4) eine Normalverteilung mit den Parametern u = 1 und 02 = 4 bezeichnet, ist dann mit N(1,4) eine
Normalverteilung mit ;4 = 1, o = 4 und somit 02 = 16 gemeint.



Kapitel 10

Erwartungswert und Varianz

10-1
10. Erwartungswert und Varianz
10.1 Erwartungswert
10.2 Varianz und Standardabweichung
10-2

10.1 Erwartungswert

Definition 10.1 (Erwartungswert im endlichen Fall)
X sei diskret mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion fx(z) = P(X = z) und dem
endlichen Tréiger Tx. Dann heifit die Zahl

EX] = Y aP(X=2)= Y afx(x)
z€Tx z€Tx

der Erwartungswert von X (ezpectation of X, mean of X).

Beispiel 10.2
X bezeichne die Augenzahl beim fairen Wiirfel. Dann gilt

0 1S 1 7
E[X] =) iP(X =i) = 62@: =3
=1

i=1
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72 KAPITEL 10. ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

10-3
Definition 10.3 (Erwartungswert im diskreten Fall)
X sei diskret mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion f(z) = P(X = z) und dem
abzihlbar unendlichen Tréger Tx = {z1,2,...}. Falls die Reihe

konvergiert, heif3t
oo
def
E[X] = Zﬂ%‘f(%”i)
i=1
Erwartungswert von X.

Bemerkung 10.4

e Aus der Konvergenz von > =, |x;|f(x;) folgt die Konvergenz von
> oo @i f(x;) und damit die Existenz des Erwartungswertes.

e Falls die Reihe nicht konvergiert, sagt man: ,, Der Erwartungswert existiert

nicht*.
10-4
Beispiel 10.5
Es sei X ~ B(1,7). Dann ist der Tréger Tx = {0,1} und es gilt
EX]=0P(X=0)+1P(X=1)=0(1—7m)+ 17 =m.
Definition 10.6 (Erwartungswert im stetigen Fall)
X sei stetig mit Dichtefunktion f.
E[X] def /:vf(x)dx
— 0o
heifit Erwartungswert von X, falls das Integral als reelle Zahl existiert.
Beispiel 10.7
Fiir X ~ R(a, B) gilt
Fo
E[X] = x deg=-.. =2 +5
a ﬁ - 2
10-5
Beispiel 10.8
Fiir X ~ N(u,0?) gilt
E[X] = u.

Bemerkung 10.9

e Hiufig verwendet man auch fiir Zufallsvariablen mit anderen Verteilungen
die Bezeichnung px oder noch kiirzer p als Bezeichnung von E[X]. Bei
der Verwendung von p besteht Verwechselungsgefahr mit dem Parameter
w1 der Normalverteilung.

e Ublich ist auch die abkiirzende Schreibweise EX fiir E[X].




Bemerkung 10.10 X sei eine Zufallsvariable. Dann ist
Y =g(X)

fiir viele Funktionen g : R — R ebenfalls eine Zufallsvariable,
z. B. fiir
g(x) =2 2% a+ b, . ...
Die Berechnung von E[Y] kann dabei mit der Verteilung von Y erfolgen, aber

auch mit der Verteilung von X.

Satz 10.11
X sei diskret mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion fx und dem Trdager Tx.
Falls E[g(X)] existiert, gilt

Elg(X) = 3 g(@)fx(@).

z€Tx

10-7
Beispiel 10.12
X bezeichne die Augenzahl beim fairen Wiirfel. Dann ist Tx = {1,2,3,4,5,6}
und fx(z) = P(X =) = fir v € Tx.

e X2 ist eine Zufallsvariable mit dem Erwartungswert

E[X?] = Z 2 fx(z) =

zeTx

91
(12+22+32+42+52+62)=€.

| =

e 1/X ist eine Zufallsvariable mit dem Erwartungswert

1 1 1 1 1 1 1 1\ 49
El-|l=Y = S (T I i
{X] > Jx@ 6<+2+3+4+5+6> 120

zeTx
e Es ist
7\ 49 1 1 2
2 2_ () _ & = _z
E[X?] # (E[X])? = <2> ~ und E [X} # Bx] = 7
10-8
Satz 10.13

X sei stetig mit der Dichtefunktion fx. Falls E[g(X)] existiert, gilt

E[g(X)] = / ¥ @) (o) d

— 00

Beispiel 10.14
Es sei X ~ R(0,1).

E[X?] :/OO xzfx(x)d:r:/lxzd:r: %
0

— 00
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10-9
Bemerkung 10.15 (Regeln fiir den Erwartungswert)

e Erwartungswert einer linearen Transformation:

Ela + bX] = a + bE[X]

e Im Allgemeinen ist

Efg(X)] # g(E[X]) .

e Erwartungswert einer Summe und einer Linearkombination von Zufalls-
variablen:

E[X + Y] = E[X] + E[Y]
E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y]

Beispiel 10.16

X1,..., X, seien Zufallsvariablen mit demselben Erwartungswert p = E[X;].
Fiir ’
o def 1 =
X = — X,
2K
=1
gilt B[X] = u. Dies zeigen die Umformungen

InX_lE ”X_lnEX_l )
E; K ; i _ﬁ; [i}—ﬁnu_u_

E[X] = E

10.2 Varianz und Standardabweichung

Bemerkung 10.17
Die Mafizahlen Varianz und Standardabweichung messen die Streuung einer
Zufallsvariablen um den Erwartungswert.

Definition 10.18 (Varianz)
E[X?] existiere. Dann heifit die reelle Zahl

vix] &

E[(X - E[X])*]
Varianz von X.

Bemerkung 10.19
Falls E[X?] existiert, dann existieren auch E[X] und V[X].




Satz 10.20 (Verschiebungsdarstellung der Varianz)
Falls B[X?] existiert, gilt

Beispiel 10.21
X bezeichne die zufillige Augenzahl beim fairen Wiirfelwurf. Es wurden bereits
E[X] = I und E[X?] = 2 berechnet. Die Varianz der Zufallsvariablen X ist

91 49 35
= 2 — 2 = —— — = —
Beispiel 10.22
e Fiir X ~ R(q, ) gilt
(8—a)?
VX|]=——".
o Essei X ~ N(u,0?). Dann gilt
V[X] = o2

Bemerkung 10.23 (Eigenschaften der Varianz)
o V[X]>0
¢ V[X]=0 <= P(X=EX])=1
e V[X] ist ein Streuungsmas.
o Via+ X] =V[X]
o V[bX] = ?V[X]
e Via +bX] = b?V[X]

Bemerkung 10.24
Hiufig wird auch fiir Zufallsvariablen mit anderen Verteilungen die Bezeich-
nung

0% © V[X]

gewithlt. Wenn verkiirzend o? fiir 0% geschrieben wird, besteht eine Verwech-
selungsmoglichkeit mit dem Parameter o2 der Normalverteilung.
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10-15
Definition 10.25 (Standardabweichung)
Falls V[X] existiert, heifit
o[X] = VVIX]
Standardabweichung von X.
Bemerkung 10.26 (Eigenschaften der Standardabweichung)
e g[X]>0
e ola+ X] =o[X]
o[bX] = |blo[X]
o ola+bX] = |blo][X]
10-16
Definition 10.27 (Standardisierung)
X sei eine Zufallsvariable mit 0 < o[X] < co. Dann heifit
b def X — E[X]
o[X]
standardisierte Zufallsvariable zu X, d. h. E[X] = 0 und ¢[X] = 1.
Satz 10.28
Z sei eine standardisierte Zufallsvariable. Dann gilt
E[Z]=0 und o[Z]=V[Z]=1.
Beispiel 10.29
Es sei X ~ N(u,0?). Dann gilt
~ X —
X=="F_N(©1).
10-17
Bemerkung 10.30 (Spezielle Verteilungen)
X ~ EX]=| V[X]= | o[X]=
N(0,1) 0 1 1
N(w,o?) | p o’ o
B(1,7) T m(l—m) m(l—m)
B(n,n) nw nw(l — ) nr(l — )
Poi(p) I 2 Vi
Exp(1) 1 1 1
Ezp()) | 3 » X
RO.D | 3 s Vi
Rap) | =42 | O3 | %
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10.3 Erginzungen

Bemerkung 10.a (Zur Selbstkontrolle) In diesem Kapitel eingefiihrte Begriffe und Konzepte: Erwartungs-
wert, Regeln fiir das Rechnen mit Erwartungswerten, Varianz, Verschiebungsdarstellung der Varianz, Stan-
dardabweichung, Standardisierung.

Bemerkung 10.b (Funktion einer Zufallsvariablen) X sei eine Zufallsvariable. Dann ist
Y = g(X)
fiir viele Funktionen g : R — R ebenfalls eine Zufallsvariable. Wegen
X:Q=>R, g:R—R
kann Y als Zufallsvariable auf €2 interpretiert werden:
YiQoR, V(W)= g(X(@)).
Die Verteilungsfunktion von Y = g(X) ergibt sich eindeutig aus der Verteilungsfunktion von X:

P(Y <y) = P(9(X) <y) = P{wlg(X(w)) < y}).

Bemerkung 10.c (Erwartungswert einer linearen Funktion) Mit der die affin-linearen Funktion ¢(z) =
a + bz lasst sich
Ela + bX] = a + VE[X]

in der Form

E[((X)] = ((E[X])

schreiben. Fiir beliebige Funktionen ¢ gilt aber im Allgemeinen

Elg(X)] # g(E[X]) .
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Kapitel 11

Gemeinsame Verteilung von
Zufallsvariablen

11-1
11. Gemeinsame Verteilung von Zufallsvariablen
11.1 Gemeinsame Verteilung von zwei Zufallsvariablen
11.2 Unabhingigkeit von zwei Zufallsvariablen
11.3 Kovarianz und Korrelation
11.4 Verteilung mehrerer Zufallsvariablen
11.5 Summen unabhingiger Zufallsvariablen
11.6 Randverteilung
11-2

11.1 Gemeinsame Verteilung von zwei Zufallsvariablen

Bemerkung 11.1

Werden bei einem Zufallsexperiment mindestens zwei Merkmale gleichzeitig be-
obachtet, so fithrt dies zur gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung
(oder kurz gemeinsamen Verteilung) mehrerer Zufallsvariablen.

Beispiel 11.2

Bei der gleichzeitigen Messung der Korpergrofie X (in cm) und des Kérperge-
wichts Y (in kg) einer zufillig ausgewiihlten Person ist (X,Y") eine zweidimen-
sionale Zufallsvariable mit moglichen Werten

(x,y) €]0,00[ > C R?
und es interessieren z. B. Wahrscheinlichkeiten der Art

P(X >185,Y > 90).
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11-3
Bemerkung 11.3

e Zunichst wird nur die gemeinsame Verteilung von zwei Zufallsvariablen
betrachtet, die mit X und Y bezeichnet werden, spater wird die gemeinsa-
me Verteilung von n Zufallsvariablen betrachtet, die dann mit X5,..., X,
bezeichnet werden.

e Es wird davon ausgegangen, dass die betrachteten Zufallsvariablen X und
Y so durch ein gemeinsames Zufallsexperiment bestimmt sind, dass die
Wahrscheinlichkeiten

P(X <z, Y <y) firale z,yeR

bestimmt werden konnen.

e Man sagt dann auch, dass eine gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung
oder kurz eine gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen X und Y
existiert.

11-4
Definition 11.4 (Gemeinsame Verteilungsfunktion)
X und Y seien Zufallsvariablen mit einer gemeinsamen Verteilung. Die Funk-
tion Fxy : R2 — [0, 1},

Fxy(z,y) = P(X <z,Y <y),

heifit gemeinsame Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X und Y.

11-5
Definition 11.5 (Gemeinsame diskrete Verteilung)
Die gemeinsame Verteilung von zwei Zufallsvariablen X und Y heifit diskret,
falls es endlich oder abzéhlbar unendlich viele Werte z1,zo,... und y1, 9o, ...

gibt, so dass
>SN PX =2,V =y) =1
ik

gilt.

Definition 11.6 (Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion)
Die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen X und Y sei diskret. Die Funk-
tion fxy : R? — [0,1],

Ixy(z,y) = P(X =2,Y =y),

heifit gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsvariablen X
und Y.




11-6
Definition 11.7 (Gemeinsame stetige Verteilung)

e Die gemeinsame Verteilung von zwei Zufallsvariablen X und Y heifit ste-
tig, falls es eine Funktion fxy : R? — [0,00[ gibt, so dass

Fxy(z,y) = /_y /_f fxv(z,v)dzdv

fiir alle z,y € R gilt.

e Die Funktion fxy heiit dann gemeinsame Dichtefunktion der Zu-
fallsvariablen X und Y.

11-7
11.2 Unabhingigkeit von zwei Zufallsvariablen

Definition 11.8 (Stochastische Unabhingigkeit)
Die Zufallsvariablen X und Y mit der gemeinsamen Verteilungsfunktion Fxy
und den Verteilungsfunktionen Fx und Fy heiflen stochastisch unabhéingig,

wenn
Fxy(xz,y) = Fx(z)Fy(y) fiir alle z,y € R.

Bemerkung 11.9

Haufig sagt man kurz unabhingig anstatt stochastisch unabhéngig, wenn
keine Verwechselungsgefahr mit anderen Unabhéngigkeitsbegriffen, z. B. der
linearen Unabhéngigkeit, besteht.

11-8
Satz 11.10
Die Zufallsvariablen X und Y mit gemeinsamer Verteilung sind genau dann
stochastisch unabhdngig, wenn

P(Xe€AYeB)=P(XeA) PYeB)

fiir alle A C R und B C R gilt, fiir welche die Wahrscheinlichkeiten P(X € A)
und P(Y € B) definiert sind.
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11-9
Beispiel 11.11
Die Zufallsvariable W bezeichne die zufillige Augenzahl beim fairen Wiirfel-
wurf. Die beiden Zufallsvariablen

0 W e {1,3,5}
X = falls
1 W e {2,4,6},
und
0 W e{1,2,3}
Y = falls
1 W e {4,5,6}

sind nicht stochastisch unabhéngig, da

2 1
P(X<0,Y<0) = P(WE{1,3,5}ﬂ{1,2,3}):P(W€{1,3}):625
11 1
< <0)==-==-=-.
# P(X <0)P(Y <0) 53> 1
Fir X und
0 W e {3,4,5,6}
7Z = falls
1 W e {1,2}

gilt
1
P(X<0,Z<0)=P(W €{1,3,5}N{3,4,5,6}) = P(W € {3,5}) = 3

und
P(X <0)P(Z<0)=

. 3
d. h. die Ereignisse ,X < 0“ und ,,Z < 0“ sind stochastisch unabhingig.
Analog zeigt man

N | =
Wl N

PX<z,Z<z)=PX<z)-P(Z<2z) firale z:zeR.

Also sind die Zufallsvariablen X und Z stochastisch unabhéngig.

e Die Zufallsvariablen X und Y seien gemeinsam stetig verteilt mit der
gemeinsamen Dichtefunktion fxy und den Dichtefunktionen fx und fy .
Die Zufallsvariablen X und Y sind genau dann stochastisch unabhdngig,
wenn

Satz 11.12 (Kriterium fiir Unabhiingigkeit)

fxy(x,y) = fx(x)- fy(y) firallexz,y € R
gilt.

o Die Zufallsvariablen X und Y seien gemeinsam diskret verteilt. X und
Y sind genau dann stochastisch unabhingig, wenn

PX=2zY=y)=PX=2)-PY=y) firadlezyeckR

gilt.




11.3 Kovarianz und Korrelation

Bemerkung 11.13

e Wenn die Zufallsvariablen X und Y eine gemeinsame Wahrscheinlich-
keitsverteilung besitzen, so ist fiir eine vorgegebene Funktion g : R? — R
in der Regel auch ¢g(X,Y) eine Zufallsvariable, fiir die sich der Erwar-
tungswert E[g(X,Y")] berechnen l4sst.

e Im Fall einer gemeinsamen diskreten Verteilung von zwei Zufallsvariablen
X und Y mit zweidimensionaler Wahrscheinlichkeitsfunktion fxy gilt

Elg(X, V)] =Y g, y)P(X =2,Y =y) =D > gz, y)fxv(z,y).

Fiir den Spezialfall g(X,Y) = XY gilt

EXY] =) Y ayP(X =2,V =y)=> > ayfxv(z,y).

Definition 11.14 (Kovarianz)
Falls E[X], E[Y] und E[XY] existieren, heif}t

oxy & Cov[X,Y] € E[(X - E[X]) (Y — E[Y])]
Kovarianz von X und Y.

Bemerkung 11.15 (Eigenschaften der Kovarianz)
e Cov[X,Y] = E[XY] - E[X]E[Y]
e Cov[X, X] = V[X]
e Cov]Y, X] = Cov[X,Y]
e V(X +Y] =V[X] + V[Y] 4 2Cov[X, Y]
o ViaX £ bY] = a?V[X] £ 2abCov[X, Y] + b?V[Y]

F11—14
e Wenn X und Y stochastisch unabhiingig sind, dann gilt Cov[X,Y] = 0.

e Aus Cov[X,Y] = 0 folgt nicht, dass X und Y stochastisch unabhingig
sind.

Definition 11.16 (Korrelationskoeffizient)
Falls X und Y eine gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung besitzen und
0 < V[X] < oo sowie 0 < V[Y] < oo gelten, heifit

def o def Cov[X,Y] :Cov[X7Y]
pxy = Corr[X,Y] VXN oXJolY]

Korrelationskoeffizient von X und Y.
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Bemerkung 11.17 (Eigenschaften)
e —1<pxy <1

® Py X = PXY

e Esseia € R und b > 0, dann gelten
Y=a+bX = pxy=1,
Y=a-bX = pxy=-L
Definition 11.18 (Unkorreliert, vollkommen korreliert)

e X und Y heiflen unkorreliert, falls pxy = 0 gilt.

e X und Y heien vollkommen korreliert, falls pxy € {—1,1} gilt.

11.4 Verteilung mehrerer Zufallsvariablen

Bemerkung 11.19

e Fiir n Zufallsvariablen X1, ..., X,, seien die Wahrscheinlichkeiten
P(Xy<zy,...,X, <wm,) firalle z,...,2, €R

durch ein gemeinsames Zufallsexperiment bestimmt. Man sagt, dass eine
gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung oder kurz eine gemeinsame
Verteilung von X1,..., X,, existiert.

e Man spricht dann auch von einem n-dimensionalen Zufallsvektor
(X1,...,X,) mit den Komponenten Xj,...,X,.

11-17
Definition 11.20 (Stochastische Unabhingigkeit)
Die Zufallsvariablen X7,...,X,, mit gemeinsamer Verteilung heilen stocha-
stisch unabhéingig, wenn

P(Xy<ay,..., Xy Sap) = [[P(Xi € a5) fir alle zy,..., 2, € R.
=1

Bemerkung 11.21

e Aus der stochastischen Unabhéngigkeit folgt die paarweise Unabhéngig-
keit, d. h. dass jeweils zwei verschiedene Zufallsvariablen X; und X; mit
i # j stochastisch unabhéngig sind.

e Aus der paarweisen stochastischen Unabhéngigkeit folgt aber nicht die
stochastische Unabhéngigkeit im Sinn von Definition 11.20.




11.5 Summen unabhingiger Zufallsvariablen

Satz 11.22 (Binomialverteilung)

1. Fiir stochastisch unabhdingige Zufallsvariablen X; ~ B(1,7),i=1,...,n,
gilt

En:Xl ~ B(n,w).
i=1

2. Die Zufallsvariablen X, ..., X) seien stochastisch unabhdngig mit
X; ~ B(ng,n) firi=1,...,k, dann gilt

k k
i=1 i=1

Satz 11.23 (Summen unabhiingiger Zufallsvariablen)
Die Zufallsvariablen X1, ..., X, seien stochastisch unabhdngig.

o Aus X; ~ Poi(u;), i=1,...,n, folgt
i=1 i=1
o Aus X; ~ N(pi,02),i=1,...,n, folgt

i=1 i=1

i=1

11.6 Randverteilung

Bemerkung 11.24
Mit der gemeinsamen Verteilung von zwei Zufallsvariablen X und Y liegen
auch die Verteilungen von X und Y fest, denn es gilt

PX<z)=PX<z,YeR), z€R

und
PY <y)=PXeRY<y), yeR.
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11-21
Definition 11.25 (Randwahrscheinlichkeiten)
Ist die gemeinsame Verteilung von X und Y diskret, wobei es endlich oder
abzéhlbar unendlich viele Werte x1, xs, ... und y1,ys, ... mit

Y PX =2 =y) =1
ik

gibt, dann sind

P(X=mz;)=) P(X=u;Y=uy), j=12...,
k

und
P(Y=y)=) P(X=u;Y=y), k=12,
J

die Randwahrscheinlichkeiten von X bzw. Y.

11.7 Erginzungen

Bemerkung 11.a (Zur Selbstkontrolle) In diesem Kapitel eingefiihrte Begriffe und Konzepte: gemeinsame
Verteilung, gemeinsame Verteilungs-, Wahrscheinlichkeits- und Dichtefunktion, stochastische Unabhéngigkeit
von Zufallsvariablen, Kovarianz, Korrelationskoeffizient, unkorreliert, vollkommen korreliert, Randverteilung,
Randwahrscheinlichkeiten.

Bemerkung 11.b Im Fall einer zweidimensionalen Dichtefunktion fxy gilt
+o0 +o00
EgxV)= [ [ gtferteg)dedy.
Fiir den Spezialfall g(X,Y) = XY gilt
+oo +o0
EXY] = / / zyfxy (z,y)drdy.

Definition 11.c (Gemeinsame Verteilungsfunktion) Xj,..., X, seien Zufallsvariablen mit einer gemein-
samen Verteilung. Die Funktion Fx, x, . x, : R™ —[0,1],

Fx, x,.. . x.(@1,...,0n) = P(X1 < 21,..., X, < ap),

heifit gemeinsame Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X3, ..., X,, oder n-dimensionale Verteilungs-
funktion des Zufallsvektors (X1, ..., X,).

Satz 11.d (Stochastische Unabhingigkeit) Die Zufallsvariablen X, ..., X,, mit den Verteilungsfunktio-
nen Fx,, ..., Fx, und der gemeinsamen Verteilungsfunktion Fx, . x, sind genau dann stochastisch un-
abhéngig, wenn

FX1,...,X%($17 . ,a:n) = H FXi(-Ti) fiir alle XT1,...,Tp € R.
i=1

Definition 11.e (Randverteilungsfunktion) Fxy sei die gemeinsame Verteilungsfunktion der Zufallsva-
riablen X und Y. Die Funktion Fx : R — [0, 1],

Fx(z) = lim Fxy(z,y),

Yy—00

heifit Randverteilungsfunktion von X. Die Funktion Fy : R — [0, 1],

Fy(y) = lim Fxy(z,y),

heiffit Randverteilungsfunktion von Y.
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Bemerkung 11.f Fx ist die Verteilungsfunktion von X und Fy ist die Verteilungsfunktion von Y.

Definition 11.g (Randwahrscheinlichkeitsfunktion) Ist die gemeinsame Verteilung von X und Y diskret
mit den Randwahrscheinlichkeiten
P(X=2x;), j=12,...,

und

P(Y = yk)’ k = 17 27 b
dann sind

fx(@)=P(X=2), ze€R
und

fry)=PY =y), yeR

die Randwahrscheinlichkeitsfunktionen von X bzw. Y.

Bemerkung 11.h fx ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X. und fy ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion
von Y.

Definition 11.i (Randdichtefunktion) Ist die gemeinsame Verteilung von X und Y stetig mit der Dichte-
funktion fxy, dann heifit die Funktion fx : R — [0, 00[

fx(x) = / Ixy(z,y)dy
Randdichtefunktion von X und die Funktion fy : R — [0, 00[,
oo
fy(y) = / fxv(z,y)dx
heifit Randdichtefunktion von Y.

Bemerkung 11.j fx ist die Dichtefunktion von X und fy ist die Dichtefunktion von Y.
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Kapitel 12

Parameterschitzung

12-1
12. Parameterschitzung
12.1 Grundgesamtheit und Stichprobe
12.2 Stichprobenfunktionen (Statistiken) und Parameter
12.3 Erwartungstreue
12.4 Wahrscheinlichkeitsverteilung eines Schitzers
12-2

12.1 Grundgesamtheit und Stichprobe

Bemerkung 12.1 (Stichprobe, Zufallsstichprobe)

e Eine Stichprobenziehung (oder Stichprobenentnahme) (engl.: samp-
ling) ist die zuf#llige Entnahme von Einheiten aus einer Grundgesamt-
heit (engl.: population).

e Das Ergebnis der Stichprobenziehung ist eine Stichprobe (engl.: sam-
ple).

e Zufillig bedeutet nicht willkiirlich, sondern realisiert durch ein Zufallsex-
periment mit uneingeschrinkter oder reiner Zufallsauswahl, wobei jede
Einheit der Grundgesamtheit die gleiche Wahrscheinlichkeit hat, gewéhlt
zu werden.

e Das Wort Stichprobe entstammt der Warenpriifung.
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12-3
Bemerkung 12.2 (Stichprobe oder Totalerhebung?)
Griinde fiir eine Stichprobenerhebung anstatt einer Totalerhebung sind

Zeitersparnis,

Kostenersparnis,

die Unmoglichkeit der Totalerhebung z. B. bei der Warenpriifung (Le-
bensdauer von Gliihbirnen, Geschmacksiiberpriifung, ...) oder

das Vorliegen einer unendlichen, fiktiven Grundgesamtheit.

12-4
Bemerkung 12.3 (Ziehungsschema)
Es gibt zwei grundsétzliche Ziehungsschemata zur Durchfithrung einer Zufalls-
stichprobe:

a) Ziehen ohne Zuriicklegen (engl.: sampling without replacement)

b) Ziehen mit Zuriicklegen (engl.: sampling with replacement)

12-5
Bemerkung 12.4 (Stichprobenumfang)

e Im Folgenden gehen wir von einer Stichprobe vom Umfang n (engl.:
sample size) aus einer Grundgesamtheit mit N Elementen aus.

e Esist n € N und N € IN, wobei

N % (1,2,3,..}

die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnet.
e Beim Ziehen ohne Zuriicklegen gilt immer n < N.

e Beim Ziehen mit Zuriicklegen ist theoretisch auch n > N moglich.




12-6
Bemerkung 12.5 (Ziehungsschema und Unabhingigkeit)
Bei n aufeinanderfolgenden Ziehungen werde ein statistisches Merkmal beob-
achtet. Dann ergeben sich n Zufallsvariablen X;,...,X,,.

e Beim Ziehen mit Zuriicklegen sind die Zufallsvariablen X5, ..., X, sto-
chastisch unabhéngig.

e Beim Ziehen ohne Zuriicklegen sind die Zufallsvariablen X7, ..., X,, nicht
unabhéngig und in der Regel paarweise negativ korreliert.

12-7
Bemerkung 12.6 (Die i.i.d.-Annahme)

e Im Folgenden wird in der Regel von stochastisch unabhéngigen Zufalls-
variablen ausgegangen. Bei den spéter behandelten Schétz- und Testver-
fahren ist eine immer wieder verwendete Standardannahme:

Die Zufallsvariablen X; (i = 1,2,...,n) sind stochastisch un-
abhingig und identisch verteilt.

e Dafiir ist die folgende Bezeichnung iiblich:
ii.d.

i.i.d. (independent identically distributed)

e 7. B. schreibt man

X; L N(p,0?), i=1,...,n

fiir Zufallsvariablen, die stochastisch unabhéngig verteilt mit derselben
Normalverteilung N (u, 0?) sind.

12-8
Definition 12.7 (Zufallsstichprobe)

e Die Zufallsvariablen X7, X5, ..., X,, heilen Zufallsstichprobe aus X
(oder aus der Verteilung von X), wenn alle X; wie X verteilt sind.

e Die Zahl n heifit Stichprobenumfang (sample size) oder Stichpro-
benlédnge.

e Die Werte x1, zo, .. ., x, der Zufallsvariablen X7, X5, ..., X}, heien Rea-
lisierung der Stichprobe, Wert der Stichprobe oder Stichproben-
werte.

e Eine Zufallsstichprobe X7, Xo,..., X, aus X heifit einfache Zufalls-
stichprobe aus X, falls die Zufallsvariablen X7, Xs, ..., X,, stochastisch
unabhingig sind.
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12-9
Bemerkung 12.8 (Einfache Zufallsstichprobe)

e Bei einer einfachen Zufallsstichprobe liegen i.i.d.-Variablen vor.

e Eine einfache Zufallsstichprobe entsteht z. B. beim Ziehen mit Zuriickle-
gen.

e Im Folgenden wird stets eine einfache Zufallsstichprobe zugrundegelegt
und diese wird kurz als Stichprobe bezeichnet

Bemerkung 12.9 (Stichprobenvariable)
Die i-te Zufallsvariable X; heifit auch die i-te Stichprobenvariable.

Bemerkung 12.10

Ausgehend von einer Zufallsstichprobe X1, Xo, ..., X,, werden Funktionen der
Stichprobenvariablen verwendet, um von der Stichprobe auf Eigenschaften der
Grundgesamtheit zu schlieflen.

12.2 Stichprobenfunktionen (Statistiken) und Parameter

Beispiel 12.11 (Stichprobenfunktion)

e (X;1,X5) bezeichne das zuféllige Ergebnis von zwei unabhingigen
Miinzwiirfen.

e Fiir die einzelnen Zufallsvariablen X; und Xs gilt

e Die Zufallsvariablen X7 und X5 sind Bernoulli-verteilt mit dem Bernoulli-
Parameter m = 1/2, d. h.
X; " B(1,1/2), i=1,2.

Es gilt

12-11
e Fiir die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen X; und X gilt

P(X1=0,X2=0)=P(X; =0)P(Xy=0) =~

und allgemein gilt
1
P((X1,X2) = (z1,22)) =P (X1 =21, Xo =122) = 1

flir
<x1,$2) € {<070)7 (O’ 1)7 (17 0)7 (1’ 1)} - R?.

e Die Summenvariable
Y = g(Xl,Xg) = X1 +X2

ist ebenfalls eine Zufallsvariable und ein einfaches Beispiel einer soge-
nannten Stichprobenfunktion g(X7, X5).




e Die Stichprobenfunktion Y hat die Wahrscheinlichkeitsverteilung

1
PY=0))=P(X;=0,X5=0) = T

PY=1)=P(X;=0,X,=1)+ P(X; =1, X, =0) =

N
=
o

1

P(Y =2)=P(X;=1,X,=1) = ].

e Die Zufallsvariable Y ist binomialverteilt mit den Parametern n = 2 und
dem Bernoulli-Parameter 7 = 1/2,

Y ~ B(2,1/2).

Es gilt

12-13
Definition 12.12 (Stichprobenfunktion, Statistik)
X1,..., X, sei eine Zufallsstichprobe, dann heifst eine Zufallsvariable
g(X4,...,X,) Stichprobenfunktion oder Statistik.

Bemerkung 12.13 (Schitzfunktionen, Priifgrofien)

Weiter unten werden spezielle Stichprobenfunktionen, die zur Parame-
terschitzung verwendet werden, als Schitzfunktionen und solche, die zur
Durchfiihrung statistischer Tests verwendet werden, als Testfunktionen oder
Priifgr6B3en bezeichnet.

Bemerkung 12.14 (Beispiele von Stichprobenfunktionen)

e Merkmalssumme
n
> X
i=1

e Stichprobenmittel

e Stichprobenvarianz oder mittlere quadratische Abweichung vom
Stichprobenmittel X

of 1o .
52 € =N (x - X)?
n
i=1

e Stichprobenstandardabweichung

s £ Vs
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Bemerkung 12.15

e Der Ausgangspunkt ist die unbekannte Verteilung eines Merkmales X
in einer Grundgesamtheit.

e Es interessieren Parameter (Kennzahlen) 6, 05, ... dieser Verteilung.

e Mit einer Zufallsstichprobe X, ..., X,, aus X soll auf die Parameter ge-
schlossen werden.

Beispiel 12.16 (Endliche Grundgesamtheit)

e &1, &, ..., &N sind die Werte eines Merkmals X in einer endlichen Grund-
gesamtheit vom Umfang N.

e Der Mittelwert N
def def 1
th = p = N ; &i
und die Varianz des Merkmals X in der Grundgesamtheit

def def 1
0, = o2 = ¥

(2

(& — n)?

N
=1
sind die unbekannten Parameter der Grundgesamtheit.

e Mit einer Zufallsstichprobe X, ..., X, aus X soll auf die Parameter ge-
schlossen werden.

Beispiel 12.17 (Verteilung als Grundgesamtheit)

e Bekannt ist das Verteilungsgesetz eines Merkmals X in einer unendlichen
Grundgesamtheit, X ~ N(u,0?).

e Unbekannt sind die Parameter 6; = p und 6, = o2.

e Mit einer Zufallsstichprobe X, ..., X, aus X soll auf die Parameter ge-
schlossen werden.




Bemerkung 12.18 (Parameterschitzung)
e 0 sei ein unbekannter Parameter der Grundgesamtheit.
e Dieser soll aus einer Stichprobe vom Umfang n geschitzt werden.
e Ein Schiitzwert (engl.: estimate)
O(x1,. .. o)
fiir 0 ist eine Realisation eines geeigneten Schitzers (engl.: estimator)

0=0(X1,...,X,).

e Ein Schitzer heifit auch Schitzfunktion.

Beispiel 12.19 Es sei X ~ N(u,0?), n > 1.

Parameter 6 Schétzwert Schéitzer
" a’:z%zéa:l X:%ZL:IXZ
o2 52:%;::1(3:1—3;)2 SQZ%Zé(Xl_X)Q
o s=1/s2 S =482

12.3 Erwartungstreue
Bemerkung 12.20

e Ein Schitzer 0 = 6(X1,...,X,), z. B.

iX'h
=1

X:

S|

ist eine Zufallsvariable.

e Eine Theorie geeigneter Schétzer basiert daher auf Eigenschaften der Zu-
fallsvariablen 6 (z. B. X) bzw. deren Wahrscheinlichkeitsverteilung, nicht
aber auf Eigenschaften einer einzelnen Realisation 0(z1,...,2,) (2. B. Z).

e Eine wiinschenswerte Eigenschaft ist die Erwartungstreue.

95



96 KAPITEL 12. PARAMETERSCHATZUNG

12-21
Definition 12.21 (Erwartungstreue, Unverzerrtheit)
Ein Schétzer 0 heifit erwartungstreu oder unverzerrt (engl. unbiased) fir

den Parameter 6, wenn .
E0(X,...,X,)] =6

gilt.

Satz 12.22 (Erwartungstreue Schéitzung von pu)

Die X; (i =1,2,...,n) seien unabhingig und identisch verteilt und es existiere
I def E[X;]. Dann ist X ein erwartungstrever Schitzer fiir ji, d. h.

E[X] = u.

Satz 12.23 (Erwartungstreue Schitzung von o?)

Die X; (i =1,2,...,n) seien unabhingig und identisch verteilt und es existiere
o2 VX,
1. Es gilt
-1
E [52] = Laz,
n

d. h. die Stichprobenvarianz S? ist kein erwartungstrever Schitzer fiir

a2

2. Die korrigierte Stichprobenvarianz

ist ein erwartungstrever Schitzer fir o2,

E[S*?] = o2.

12.4 Wahrscheinlichkeitsverteilung eines Schitzers

Bemerkung 12.24

e Hiufig lassen sich fiir einen Schétzer nicht nur der Erwartungswert und
die Varianz bestimmen, sondern es kann die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung des Schétzers explizit angegeben werden.

e Zwei Beispiele sind in den néchsten Sétzen angegeben:

— Die Verteilung des Stichprobenmittels X bei normalverteilten und
bei Bernoulli-verteilten Beobachtungen.

— Die Verteilung der Stichprobenvarianz S? bei normalverteilten Be-
obachtungen.




Satz 12.25 (Verteilung des Stichprobenmittelwertes)

1. Wenn die X,; unabhdngig und identisch verteilt mit E[X;] = p und
V[X;] = o? sind, dann gilt
2

E[X]=p und V[X]=2.

n

2. Fir X; "k N(u,0?) gilt

, _
X_
X~N (u, "n> und Em~N(0,1).

3. Fir X; "% B(1,7) gilt

Bemerkung 12.26

Interessiert man sich fiir die Verteilung der Schiitzer S? und S*? fiir die Varianz

02, so gelangt man fiir normalverteilte Beobachtungen zur sogenannten y>2-

Verteilung (Chiquadrat-Verteilung).

Definition 12.27 (y%-Verteilung)
Essei ve N und Uy,...,U, i N(0,1).

1. Die Verteilung der Zufallsvariablen

i=1

heifit y2-Verteilung mit dem Parameter v. Schreibweise: Q ~ x2.
2. Der Parameter v heifit auch Anzahl der Freiheitsgrade.

3. Das p-Quantil einer x2-Verteilung mit dem Parameter v wird mit Xz,p
bezeichnet.

Bemerkung 12.28 (Eigenschaften von Q ~ x?2)
e () ist eine stetige Zufallsvariable mit P(Q > 0) = 1.

o Es gilt
EQ=v und V[Q]=2v.
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Satz 12.29 (Verteilung der Stichprobenvarianz S?)
Fiir X; b N(p,0?) gilt

nS? 9

>z~ Xn—1-

Bemerkung 12.30 (Verteilung von S*?)

Wegen
nS? =Y (X; - X)? = (n—1)§*?
1=1
gilt auch
(n—1)8*?
g2 ~ X%-r

12.5 FErginzungen

Bemerkung 12.a (Standardfehler) Die Standardabweichung des Stichprobenmittels X,

B

fiir o[X] mit 6 = s oder mit 6 = s* Standardfehler der Mittelwertschitzung. Allgemeiner wird die
Standardabweichung oder die geschitzte Standardabweichung eines erwartungstreuen Schétzers 6 fiir einen
Parameter 6 als Standardfehler des Schéitzers bezeichnet.

Beispiel 12.b (Erwartungstreue Schitzung von p) Fir X; i.i.d. mit E[X;] = p gilt

ZCiXi] = ZCiE[Xi] = ZCiM = Nzci
i=1 i=1 i=1 i=1

fiir ¢1,..., ¢, € R. Die Stichprobenfunktion >, ¢;X; ist also genau dann ein erwartungstreuer Schétzer fiir
den Parameter g, falls .1 | ¢; = 1. Zum Beispiel ist X ein erwartungstreuer Schétzer fiir p.

E

Bemerkung 12.c (Konstruktion von Schitzern) Es gibt verschiedene Methoden zur Konstruktion von
Parameterschitzern. Die wichtigsten Verfahren sind

e die Methode der kleinsten Quadrate
e die Maximum-Likelihood-Methode,
e die Momentenmethode und

¢ Bayesianische Schitzverfahren.

Beispiel 12.d (Ziehungsschemata)

1. Ziehen ohne Zuriicklegen (ZoZ) bedeutet beispielsweise die Entnahme von n = 2 Kugeln ohne Zuriickle-
gen aus einer Urne mit N = 3 Kugeln, die als Kugeln A, B und C' identifizierbar sind. Das Ergebnis der
Stichprobenziehung ist ein geordnetes Paar (erste Ziehung, zweite Ziehung). Es gibt sechs mdogliche
gleichwahrscheinliche Stichprobenergebnisse:

(A,B),(A,C),(B,A),(B,C),(C,A),(C,B).
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Die Anzahl der méglichen Stichprobenergebnisse ist N(IN — 1) = 3% 2 = 6. Allgemein ist die Anzahl der
moglichen Stichproben beim Ziehen ohne Zuriicklegen N(N — 1) -...- (N —n+1).

2. Ziehen mit Zuriicklegen (ZmZ) bedeutet z. B. die Entnahme von n = 2 Kugeln mit Zuriicklegen aus
einer Urne mit N = 3 Kugeln, die als Kugeln A, B und C identifizierbar sind. Ein Stichprobenergebnis
ist ein geordnetes Paar (erste Ziehung, zweite Ziehung). Es gibt neun mégliche gleichwahrscheinliche
Stichproben:

(A,A),(A,B),(A,C),(B,A),(B,B),(B,C),(C,A),(C,B),(C,C)

Die Anzahl der méglichen Stichproben ist N2 = 32 = 9. Allgemein ist die Anzahl der méglichen Stich-
proben beim Ziehen mit Zuriicklegen N™.

3. Bei der Entnahme von n = 2 Kugeln ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge
aus einer Urne mit N = 3 Kugeln, die als Kugeln A, B und C identifizierbar sind. Ein Stichprobenergebnis
ist eine Menge { erste Kugel, zweite Kugel }. Es gibt drei mogliche, gleichwahrscheinliche Stichproben-
ergebnisse

{4,B},{A,C},{B,C}.

Die Anzahl der moglichen Stichproben ist (2) = 3. Allgemein ist die Anzahl der moglichen Stichproben
beim Ziehen ohne Zuriicklegen ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge durch den Binomialkoeflizienten
(]Z ) gegeben.
4. Das interessierende Merkmal in der Grundgesamtheit sei das Gewicht der Kugeln, z. B.
rp =100, zp =100, zc =130.

Das zufillige Ziehen einer Kugel und die Ermittlung des Gewichtes wird beschrieben durch eine Zu-
fallsvariable X mit den beiden moglichen Realisationen 100 und 130 und mit der diskreten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung

P(X =100) =2/3, P(X =130)=1/3.

Die Merkmalsverteilung in der Grundgesamtheit mit den relativen Héufigkeiten 2/3 und 1/3 wird dann
zur Wahrscheinlichkeitsverteilung bei zufiilliger Entnahme einer Einheit. Der Mittelwert des Merkmals
Gewicht in der Grundgesamtheit ist

1 1 1
j:wzllo_

Der Erwartungswert der Zufallsvariablen X, die das zufillige Ergebnis beim Ziehen einer Kugel be-
schreibt, ist

2 1
E[X] = 100 P(X = 100) + 130 - P(X = 130) = 100 - 5 +130 - 5 = 110.

Bei der Entnahme mehrerer Einheiten bezeichne X bezeichne das zufillige Ergebnis der ersten Ziehung,
X, das zufillige Ergebnis der zweiten Ziehung usw. Die Realisationen von (Xi, X5) sind dann Paare

(21, 22) mit z; € {100,130} fiir ¢ = 1, 2. Der Mittelwert einer Stichprobe vom Umfang n = 2,
= def X1+ X
¢ def X1 ;- 2

ist ein einfaches Beispiel einer Stichprobenfunktion. X ist eine Zufallsvariable mit den mdoglichen
Realisationen 100, 115 und 130 beim Ziehen mit Zuriicklegen und den moglichen Realisationen 100 und
115 beim Ziehen ohne Zuriicklegen, wiahrend der Mittelwert der Grundgesamtheit den Wert 110 hat.

Bemerkung 12.e (Eigenschaften von @ ~ x2) Die standardisierte Variable

Q—-v
e

ist asymptotisch standardnormalverteilt, d. h.

. Q—v )
lim P <z)=%®(x), zekR,
V—00 (@ - (@)

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist. Eine Approximation fiir grofie v ist daher

X2~ N(v,2v).
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Kapitel 13

Konfidenzintervalle

13-1
13. Konfidenzintervalle
13.1 Konfidenzniveau und Konfidenzintervall
13.2 Konfidenzintervall fiir ;1 einer Normalverteilung
13.2.1 o? bekannt
13.2.2 02 unbekannt
13.3 Konfidenzintervall fiir 02 einer Normalverteilung
13.4 Konfidenzintervall fiir 7 einer Bernoulli-Verteilung
13-2
13.1 Konfidenzniveau und Konfidenzintervall
Bemerkung 13.1 (Punkt- und Intervallschiitzung)
e Grundidee der Punktschitzung:
(T1,. ey Tp) — é(ml,...,xn) eR
mit dem Ziel, dass der Schitzwert é(xl, ..., Zy) nahe bei dem Parameter

0 liegt.
e Grundidee der Intervallschitzung:
(@1, 2n) = [Bu(z1, .. 20), 00(21, ... 20)] C R
mit dem Ziel, dass das Intervall den Parameter 6 iiberdeckt,

0 € [0u(x1,. .. 20),00(x1,. .. 2,)].
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13-3
Definition 13.2 (Konfidenzintervall, Konfidenzniveau)
0, = éu(Xl, ..., X)) und 0, = éo(Xl, ..., X,) selen Stichprobenfunktionen
mit
0, <0,.
Auflerdem gelte
P0,<0<0,)=1—a

fiir ein vorgegebenes a mit 0 < a < 1.

e Das zufillige Intervall [d,,6,] heift Konfidenzintervall (engl.: confi-
dence interval) fir § zum Konfidenzniveau (engl.: confidence level)
1—o.

e Eine Realisation [0, (z1,..., ), 0,(z1,. .., 2,)] des zufélligen Intervalls
[0, 0,] heift Wert des Konfidenzintervalls, Ergebnis der Intervall-
schitzung, Schitzintervall oder konkretes Konfidenzintervall.

13-4
Bemerkung 13.3

e (1 — ) heiBt auch Uberdeckungswahrscheinlichkeit (engl.: coverage
probability), da
P([0y,0,]30)=1—c.

e « heifit auch Irrtumswahrscheinlichkeit (engl.: error probability). Es
gilt

e Fiir jeden Wert [0, (21, ..., 20),00(x1, ..., 2,)] des zufilligen Konfidenz-
intervalles ist die Aussage

0 0u(x1,...,20),00(x1, ... 20)]

entweder falsch oder richtig. Es kann daher keine Wahrscheinlichkeits-
aussage fiir das konkrete Konfidenzintervall gemacht werden.

Bemerkung 13.4
Héufig verwendete a-Werte bei Konfidenzintervallen:

0.10 = 10%, 0.05=5%, 0.01=1%, 0.001=0.1%




13-6
13.2 Konfidenzintervall fiir i einer Normalverteilung
13.2.1 02 bekannt
Satz 13.5 (Konfidenzintervall fiir u)
Fiir X; "5 N(u,o0?) ist
_ o - o
|:X —Uj—g \/'ﬁ’X + Up—g TL:|
ein Konfidenzintervall fir p zum Niveau 1 — .
Bemerkung 13.6 -
Mit einer gegebenen Realisation  von X ist
ST
CC*Ul_%T,I ul_%i
n vn
der Wert des Konfidenzintervalls fiir 4 zum Niveau 1 — «.
13-7

Bemerkung 13.7 (p-Quantil)
o u, bezeichne das p-Quantil (p-Fraktil) fur U ~ N(0,1), d. h.

PU<wup)=p, 0<p<l.

e Die Quantile (Fraktile) u, von U ~ N(0,1) sind in Tabellen zu finden.

o Es gilt
U /2 = —Ul—a/2s

da die Dichtefunktion von U symmetrisch zu Null ist.

Bemerkung 13.8 (Zur Interpretation)

e Das zufillige Intervall

_ o — (o
R ]

ist ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1—« fiir den Parameter .
Es enthiilt (iiberdeckt) mit der Wahrscheinlichkeit 1 —« den unbekannten
Parameter pu.

e Das Intervall

_ o _ o
T —uj—g x—&—ul_%

V' vn
ist ein Wert des Konfidenzintervalls, der aus dem Wert (z1,...,z,) der
(zuféilligen) Stichprobe (X1, ..., X,) berechnet ist.
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13-9
Bemerkung 13.9 (Theoretischer Hintergrund)

Wegen X; bl N(p,0?) ist die sogenannte Gauf3-Statistik
X —
¥

g

standardnormalverteilt, vgl. Satz 12.25. Daher gilt

X —u
Ug 2 < . Vvn < U1a/2)

l1-a = P

X

—Uy_q/2 <

— M\/ﬁ < U1a/2)

( ;
_ o — ag
= P (—X - ul—a/?% <—pn< =X +U1—a/2\/ﬁ)
o = o
( - ul—a/2ﬁ <p<l X+ U1—a/2\/ﬁ)
( _ o

_ o
= Plpe [X—Ul—a/2ﬁ7 X+U1—a/2\/ﬁ}> :

13.2.2 02 unbekannt 13-10

Bemerkung 13.10

1. Das in Satz 13.5 angegebene Konfidenzintervall fiir 4 kann nicht verwen-
det werden, wenn ¢ unbekannt ist.

2. Der unbekannte Parameter o wird durch S geschétzt und anstelle des
Quantils u;_, /o einer Standardnormalverteilung wird ein Quantil aus
einer sogenannten t-Verteilung verwendet.

Satz 13.11 (Konfidenzintervall fiir u)
Fir X; "&* N(u,o?) ist

S
vn—1

ein Konfidenzintervall fiir p zum Niveau 1 — .

S
vn—1

X - tn—l,l—% ,X + tn—l,l—%

Bemerkung 13.12

® {p_1,1-2 bezeichnet das 1 — 5-Quantil einer ¢-Verteilung mit dem Para-
meter n — 1.

e Es gilt




13-12
Definition 13.13 (¢-Verteilung)

Die Zufallsvariablen U ~ N(0,1) und Q ~ x2 fiir v € IN seien stochastisch
unabhingig.

1. Dann heif3t die Verteilung von

t-Verteilung mit Parameter v. Der Parameter v heifit auch Anzahl der
Freiheitsgrade.

2. Schreibweise: W ~ t,,.

3. t,p bezeichnet das p-Quantil von ¢,.

Bemerkung 13.14

Bei Anwendungen ist hidufig v = n — 1, wobei n die Anzahl der Beobachtungen
ist, oder allgemeiner v = n — [, wobei n die Anzahl der Beobachtungen und [
die Anzahl geschéitzter Parameter ist.

Bemerkung 13.15 (Eigenschaften von W ~ t,)
o E[W] existiert nicht fiir v = 1. E[W] =0 fiir v > 2

14

o V[W] existiert nicht fiir v = 1,2. V[IW] = 5
v —

fir v >3

Die Dichtefunktion von W ist symmetrisch zu Null, daher gilt

lyi—p = —lup-

e W ist asymptotisch standardnormalverteilt, d. h.

lim P(W <z)=®(z), xz€R,

| Zade el
wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

e Approximation fiir groe v (z. B. fir v > 30):

tup = Up.

13.3 Konfidenzintervall fiir 02 einer Normalverteilung

Satz 13.16 (Konfidenzintervall fiir o2)

Unter der Voraussetzung X; ik N(p,0?) ist

nS? nS?
2 7,2
anl,lfg anl,%

ein Konfidenzintervall fir 0% zum Niveau 1 — .

Bemerkung 13.17
Ein Wert des Konfidenzintervalls fiir o2 ist

n52 ’rLS2
2 Y2 :
Xn—l,l—% Xn—1,2

2
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Bemerkung 13.18 (Symmetrie)

e Der Wert des Konfidenzintervalls fiir o2 ist asymmetrisch in dem Sinn,
dass s? nicht in der Intervallmitte liegt.

e Symmetrisch ist die Aufteilung von a. Man spricht auch von zentralen
Konfidenzintervallen.

Satz 13.19 (Konfidenzintervall fiir o)

Unter der Voraussetzung X; bl N(u,0?) ist

nS? nS?
Xiq,p% ’ X%A,%

ein Konfidenzintervall fiir o zum Niveau 1 — .

13.4 Konfidenzintervall fiir 7 einer Bernoulli-Verteilung
Bemerkung 13.20 (Konfidenzintervall fiir )
e Die X; seien unabhéingig und identisch Bernoulli-verteilt, X; "%t B (1,m)
mit 0 < 7 < 1. Dann gilt y < E[X;] = 7 und o et VX, =71 —m).

e Basierend auf dem Punktschitzer # = i = X ist

ein approximatives Konfidenzintervall fiir 7 mit

o Faustregel fiir die Anwendung: n7(1 —7) > 9.

13.5 Erginzungen

Bemerkung 13.a (Theoretischer Hintergrund) Die Konstruktion des Konfidenzintervalls aus Satz 13.11
beruht auf der stochastischen Unabhingigkeit der Variablen X und $? und der Verteilung der sogenannten
t-Statistik.

Satz 13.b Unter der Voraussetzung X; < N(u,c0?) sind die beiden Zufallsvariablen

X - 5?2
PV~ NO.1) und T~

stochastisch unabhdngig und es gilt

def X —
T &f S“\/nflwn_l.

Bemerkung 13.c T ist die sogenannte t-Statistik. Es gilt

X_“\/ﬁ X —u X —p
g = —1:
B s V" 5

-1

S
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Bemerkung 13.d (Zu Satz 13.16)
Aus Satz 12.29 folgt:

2
2 n 2 2 2 2 2 2
l—a = P (Xn1,g S5 s Xn1,1g) =P (an,%a <nS” < Xp11-90 )
nS? nS? nS? nS?
= P|— <o’ < — =P|o’e | ,
Xn—1,1—-2 Xn—1,2 Xn—1,1—2 Xn-1,2

Beispiel 13.e (DAX-Rendite)
1. DAX-Kurs am 30.12.1987: 1000, am 29.12.1995: 2254, am 30.12.1998: 5002.
2. Das stochastische Standardmodell fiir die Kurse K; und die Tagesrenditen X; = In(K;/K;_1) ist
K, =K, e, X,iid. N(p,o0%).

3. Die durchschnittliche Tagesrendite T aus den drei Jahren 1996 bis 1998 ergibt sich bei 250 Handelstagen
pro Jahr mit dem Ansatz

750
5002 = 2254  exp <§ :xt> = 22547507
t=1
als (5002)
In (5902
= 2254
=224/ _ 00011 =0.11%.
S 7T) %

4. Mit der Annahme fiir die Tagesvolatilitit (Standardabweichung der X;)
o=15%=0.015

ergibt sich ein Wert des Konfidenzintervalls fiir die erwartete Tagesrendite ; = IE[X;] zu vorgegebenem

a = 0.05 als
0.015 0.015
0.0011 — 1.96——, 0.0011 + 1.96——| = [—0.00003,0.00217]
V750 V750

= [-0.003%,0.217%)] .
Dies entspricht dem Konfidenzintervall fiir die erwartete Jahresrendite (Faktor 250)

[—0.0075, 0.5425] = [~0.75%, 54.25%] .

5. Bei Berticksichtigung von weiteren 7 Jahren (DAX-Kurs am 30. 12. 2005: 5408) fiithrt der Ansatz
5002770 = 5408

zu einer durchschnittlichen Tagesrendite von

% = 0.0000446 = 0.00446%
1750 ' '

und durch Multiplikation mit 250 zu einer durchschnittlichen Jahresrendite von 1.11% fiir die Jahre
1999 bis 2005.

Tr =

6. Die im Beispiel unterstellte Tagesvolatilitéit von 1.5% entspricht einer Jahresvolatilitit (250 Han-
delstage) von etwa 24%. Zwischen der Jahresvolatilitét o(50) und der Tagesvolatilitét o besteht der

Zusammenhang
_ 0(250)
V250
da

250 250
0ty = V lz Xt] = V[X] = 2500
=1 t=1
Bei einer Jahresvolatilitdt (250 Handelstage) von
0'(250) = 24% = 024

ergibt sich eine Tagesvolatilitdt von

g
5 = 7250

—0.01518 = 1.518%.
V250 ’
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Bemerkung 13.f (Approximatives Konfidenzintervall fiir ) Fiir Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen gilt

so dass sich das approximative Konfidenzintervall fiir 7 auch als

. S . S
W*Ul_%\/ﬁ,ﬂ+ul_ \/ﬁ

R

schreiben lasst.

Bemerkung 13.g (Approximative Konfidenzintervalle fiir p) Die X; seien unabhingig und identisch

verteilt (i.i.d.) mit u e E[X;] und 0 < o2 %ef VI[X;] < o0.

e Wenn o2 bekannt ist, dann ist

_ o o
X—uj_qa X _a
[ -5 == +ui—g \/ﬁ}

ein approximatives Konfidenzintervall fiir g zum Niveau 1 — «. Es gilt

P<X—u1_r21 g <u§X—|—u1_gxa> ~1—«

und die Approximation ist umso besser, je grofler n ist. Eine Faustregel fiir die Verwendung ist n > 40.

e Wenn o2 unbekannt ist, dann ist

mit

def 1 " S
= | = X; — X)2
S n;< )

ein approximatives Konfidenzintervall fiir ;1 zum Niveau . Der Stichprobenumfang n muss hinrei-
chend grof} sein, Faustregel: n > 40.



Kapitel 14

Grundstruktur statistischer Tests

14-1
14. Grundstruktur statistischer Tests
14.1 Schéitz- und Testproblem
14.2 Beispiel zum Hypothesentest
14.3 Allgemeine Teststruktur
14-2

14.1 Schéitz- und Testproblem

Bemerkung 14.1 (Schitzproblem)
e Der unbekannte Parameter 6 der Grundgesamtheit soll geschéitzt werden.

e Ein Schitzwert é(:z;l, ..., xy) fir 0 ist die Realisation einer geeigneten
Statistik ( = Schétzfunktion) 6 = 0(Xy,...,X,,).

e Beispiel: /i = X ist eine Schitzfunktion fiir den Erwartungswert p und
ist ein Schétzwert fiir u.
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14-3
Bemerkung 14.2 (Testproblem)

¢ Eine Hypothese iiber die Grundgesamtheit (z. B. u > 0) soll iiberpriift
werden.

e Zu einer geeigneten Statistik (Priifgréle oder Testfunktion)
T=T(X1,...,Xp)
erhélt man eine konkrete Realisation
t=T(x1,...,2Zn),
mit deren Hilfe man iiber die Hypothese entscheidet.

e Beispiel: Realisationen von X, die “weit” von 1000 entfernt sind, sprechen
gegen die Hypothese p = 1000.

e Aber “weit” hingt vom Stichprobenumfang n und von der Varianz o2

ab!

14-4
14.2 Beispiel zum Hypothesentest

Beispiel 14.3 (Abfiillanlage)

e Betrachtet wird eine Abfiillanlage mit dem Sollgewicht po = 1000[g] und
bekannter Standardabweichung der Abfiillmenge o = 3[g].

e Beobachtet wird die Stichprobe
x1 = 1002, x5 = 1007, x5 = 997, 24 = 1014

vom Umfang n = 4 mit dem Mittelwert

4
Z x; = 1005.
=1

N

T =

e Die interessierende Fragestellung ist:
Wird die Hypothese 1 = o (hier ¢ = 1000) durch die Beobachtung von
T = 1005 erschiittert? Weicht also T statistisch signifikant von pg ab?

e Das stochastische Modell ist die stochastische Unabhingigkeit und
Normalverteilung der Abfiillungen:

X; "N N 0%)

e Fiir den zufilligen Mittelwert gilt daher
2
X~N (M, U) .
n

of X —
Tt 2R
g

e Die Priifgrofle ist




14-6
Falls i = po (Hypothese richtig), gilt:

=X m N
(o

Falls p > po, gilt: X liegt in der Nihe von p, grofe Werte von T' sind
wahrscheinlicher als im Fall u = pug.

Falls 1 < 1o, gilt: X liegt in der Nihe von p, kleine Werte von 7' sind
wahrscheinlicher als im Fall p = .
Fiir vorgegebenes kleines a > 0 gilt

P(T €]—oo,—ui_g[U]Jui_g,00[ ) = P(|IT| > u1_g) = o,

falls p = pp.

Beispiele fiir Quantile der Normalverteilung:

« ‘ u% = —Uj—2 ul,%
0.05 —1.96 1.96
0.01 —2.58 2.58

Z = 1005, ug = 1000, 0 = 3,n = 4 ergibt
1005 — 1000 10
t=———2=

3 3

Da t > 2.58, wird die Hypothese p = 1000 auf dem Signifikanzniveau
a = 0.01 verworfen.

t ist ein realisierter, beobachteter Wert der Zufallsvariablen 7.

14-8
14.3 Allgemeine Teststruktur

Bemerkung 14.4 (Komponenten eines Tests)

Nullhypothese (engl. null hypothesis) Hy,
z. B. Hy : p = pp, wobei pg € R vorgegeben.

Gegenhypothese Hi, z. B. Hy : i # pp.

Vorgegebenes Signifikanzniveau (engl.: level of significance, significance
level) «

Priifgroie T
Kritischer Bereich (engl.: critical region) K

Testentscheidung:

Es wird ein realisierter Wert ¢ der Zufallsvariablen T' beobachtet.
Hy wird zugunsten von H; abgelehnt, falls ¢t € K.

Hy kann nicht zugunsten von H; abgelehnt werden, falls ¢t ¢ K.
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14-9
Bemerkung 14.5 (Alternative Bezeichnungen)

e Die Gegenhypothese heifit auch Alternativhypothese.

e Die Priifgrofie wird auch als Teststatistik (engl.: test statistic), Priifva-
riable, Testfunktion, Testvariable oder Testgrofie bezeichnet.

e Der kritische Bereich heifit auch Ablehnbereich (engl.: region of rejec-
tion) oder Verwerfungsbereich.

Bemerkung 14.6

e Die PriifgroBe 7' = T'(X;,...,X,) ist eine Zufallsvariable, die von der
Stichprobe abhéngt.

e Der berechnete Wert t(x1, . .., x,) der Priifgroe ist eine Realisation der
Zufallsvariablen T mit t € K oder t € K.

Bemerkung 14.7 (Signifikanz und Relevanz)

e Die statistische Signifikanz darf nicht verwechselt werden mit inhaltlicher
Relevanz fiir eine bestimmte Fragestellung.

e Sehr kleine Abweichungen von der Nullhypothese kénnen zwar statistisch
signifikant sein, aber eventuell irrelevant fiir eine Anwendung.




Kapitel 15

Drei Tests fiir die Normalverteilung

15-1
15. Drei Tests fiir die Normalverteilung
15.1 Der Gauf3-Test
15.2 Der t-Test
15.3 Test fiir eine Varianz
15-2

Bemerkung 15.1
e Fiir alle Tests in diesem Kapitel gilt die Normalverteilungsvorausset-
zung:

X; S N(u, a?).

e Der GauB- und der ¢t-Test sind Tests iiber den Parameter u.
o Der GauB-Test setzt voraus, dass o2 bekannt ist.
e Beim t-Test ist o2 unbekannt und wird aus den Beobachtungen geschiitzt.

e Der Varianz-Test ist ein Test iiber den Parameter 02 der Normalvertei-
lung.
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15-3
15.1 Der Gaul3-Test

Bemerkung 15.2 (Schematische Darstellung)

o Zweck: Test iiber den Parameter i einer Normalverteilung bei bekannter
Varianz o2 > 0.

e Voraussetzung: X; "~ N(p,0?)
e Gegeben: Signifikanzniveau o € (0,1), 02 >0, po € R,
e Null- und Gegenhypothese: Hy : p = g, Hi:p# po
e Priifgrofle: ~

T = M\/ﬁ

e Kritischer Bereich:

15-4
Bemerkung 15.3 (Kritischer Wert)

e In der Regel besteht der kritische Bereich aus einem Intervall oder der
Vereinigung von zwei Intervallen. Die Intervallgrenzen heiflen auch kri-
tische Werte.

e Die kritischen Werte ug = —uj_g und uj_g fiir vorgegebenes a sind
Quantile (Fraktile) der Testverteilung. ug = —uj_g ergibt sich aus der

Symmetrie der Dichtefunktion der Standardnormalverteilung.

Bemerkung 15.4 (Testverteilung)

e Die Testverteilung ist die Verteilung der PriifgroBe T', falls p = po,
d. h. falls Hy richtig ist. Dann gilt beim Gauf3-Test

T ~ N(0,1).

e Sehr grofie und sehr kleine Werte von T sind unter H; wahrscheinlicher
als unter Hj.

15-5
Bemerkung 15.5 (Ein- und zweiseitiger Gauf3-Test)
Hy Hy K
= o B # po ]—OO,—UP%[ U ]U1—%,OO[
= po oder 1> po | p < pio J]—00, —t1-q]
= po oder < pug | p1 > pio Ju1—a, 00




15-6
Bemerkung 15.6 (Zusammengesetzte Nullhypothesen)

e Hy : p = po ist ein Beispiel einer einfachen Nullhypothese (engl.:
simple null hypothesis). Es gilt

P(T e K) = q,
falls Hy richtig ist.

e Bei einer zusammengesetzten Nullhypothese (engl.: composite null
hypothesis) p > po (bzw. p < po) gilt

PTeK)<a,

falls Hy richtig ist.

15-7
Beispiel 15.7 (DAX-Jahresrendite I)
Die durchschnittliche Jahresrendite des DAX in einem Zeitraum von 25 Jahren
sei T = 10% bei einer Volatilitit (p. a.) von o = 25%. Ist Z signifikant (v = 5%)
von Null verschieden?

e Standardmodell fiir Renditen: X, “&" N(u,0?)

Hypothesen: Hy : p=0, Hy:p#0

Der berechnete Wert der Priifgrofie ist

0.10

x
t=—v/n=—VvV25=2.
U\/ﬁ 0.25

Der kritische Wert ist u;_, /2 = 1.96 und der kritische Bereich ist

K = ]—o0, —1.96] U ]1.96, 0 .

e Testentscheidung: Hy wird verworfen, da ¢t € K.

15-8
Beispiel 15.8 (DAX-Jahresrendite IT)
Die durchschnittliche Rendite (p. a.) des DAX in einem Zeitraum von 25 Jahren
sei T = 10% bei einer Volatilitét (p. a.) von o = 25%. Ist T signifikant (o = 5%)
groBer als po = 4%?

e Modell fiir die Renditen: X; bl N(p,0?)

Hypothesen: Hy : p < g, Hi:p > o

Der berechnete Wert der Priifgrofie ist

T — o 0.06
t= =—Vv25=12.
o Vi 0.25
e Der kritische Wert ist uq_, = 1.645.
e Kritischer Bereich
K =11.645, o0]

Testentscheidung: Hy wird nicht verworfen, da t ¢ K.
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15-9
15.2 Der t-Test

Bemerkung 15.9 (Schematische Darstellung)

e Zweck: Test iiber den Parameter p einer Normalverteilung bei unbe-

kannter Varianz o2.

e Voraussetzung: X; "% N(u,0?)

Gegeben: Signifikanzniveau a € (0, 1), Schiitzer S* oder S fiir o, up € R

Nullhypothese und Gegenhypothese: Hy : p = o, Hi:p # po

Priifgrofle:

T:X;*”O\/ﬁz%\/nq

Kritischer Bereich:

K = }—007—%71,17%[ U ]tn71,17%700[

Bemerkung 15.10 (Ein- und zweiseitige ¢-Tests)

Hy H, K
B = o p# po | |—00,~tn_11-g[ U Jta_11-9,00]
= pio oder 1> po | 1< o ]=00, ~tn—11-al
= po oder p < pg | p > o Jth—1,1—a,00]

Bemerkung 15.11 (Approximation der ¢-Verteilung)
Approximation fiir grofle n:
tn—1,p & Up, falls n gro (z. B. fiir n > 30)

Bemerkung 15.12 (Theoretischer Hintergrund)
Die sogenannte t-Statistik ~

X — po

S* Vi

hat eine ¢-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden, falls p = pp.

Bemerkung 15.13 (Normalverteilungsvoraussetzung)

e Eine zwingende Voraussetzung fiir die Anwendung des ¢-Tests ist die
Normalverteilung der Grundgesamtheit.

e Wenn die Normalverteilungsvoraussetzung verletzt ist, kommt fiir grofle
n eine approximative Variante des Gauf3-Tests zum Einsatz.
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15.3 Test fiir eine Varianz
Bemerkung 15.14 (Schematische Darstellung)
e Zweck: Test iiber den Parameter o2 einer Normalverteilung.
e Voraussetzung: X; "~ N(u,0o?)
e Gegeben: Signifikanzniveau a, 02 > 0

Nullhypothese, Gegenhypothese: Hy : 02> = 02, H; :0? # o}

o Priifgrofle:
-1 *2 2
p_(-DS?_nt
99 90

Kritischer Bereich:

K= [OaXfl—L%[ U }X%—l,l—%voo{

Bemerkung 15.15 (Ein- und zweiseitige Varianz-Tests)

Hy H, K
o? = of o # aj {OyXi_L%[ U }Xi_m—gvoo{
02 =0} oder 0% > 03 | 02 < 0} [O,X%,La[
02 =02 oder 02 < 02 | 02 > 02 }X%_Ll_a,oo[

Bemerkung 15.16 (Theoretischer Hintergrund)
e Wenn o2 = o richtig ist, gilt T ~ x2_;, vgl. Satz 12.29.

e Falls 02 < 02 liegt die Verteilung von T niher bei Null.

e Falls 02 > o2 liegt die Verteilung von T niher bei co.
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Kapitel 16

Fehlerwahrscheinlichkeit,
Signifikanzniveau und p-Wert

16-1
16. Fehlerwahrscheinlichkeit, Signifikanzniveau und p-Wert

16.1 Fehler 1. und 2. Art

16.2 Signifikanzniveau

16.3 p-Wert

16.4 Tests und Statistiksoftware

16-2
16.1 Fehler 1. und 2. Art

Definition 16.1 (Fehler 1. und 2. Art)

e Der Fehler 1. Art (engl.: error of first kind, error of first type, type I
error) wird gemacht, falls Hy abgelehnt wird, obwohl Hy richtig ist.

e Der Fehler 2. Art (engl.: error of second kind, error of second type, type
II error) wird gemacht, falls Hy nicht abgelehnt wird, obwohl Hj falsch
ist.

e Die Wahrscheinlichkeit, den Fehler 1. Art zu begehen, heifit Fehlerwahr-
scheinlichkeit 1. Art.

e Die Wahrscheinlichkeit, den Fehler 2. Art zu begehen, heifit Fehlerwahr-
scheinlichkeit 2. Art.
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16-3
16.2 Signifikanzniveau

Bemerkung 16.2 (o und Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art)

e Das vorgegebene Signifikanzniveau « beschrinkt die Fehlerwahrschein-
lichkeit 1. Art nach oben, es gilt also

,Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art“ < a.

e Beim Gauf-Test mit der einfachen Nullhypothese Hy : = po gilt
P(T € K||po) = «,
es gilt also ,,Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art“ = .
e Beim GauB-Test mit zusammengesetzter Nullhypothese Hy : p < pg
gilt
P(T € Kllp) <a fir u< po,

es gilt also ,,Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art“ < a.

16-4
Bemerkung 16.3 (Teststrategie)

e Parametertests werden in der Regel so durchgefiihrt, dass eine Ablehnung
von Hj angestrebt wird, um dadurch eine Bestétigung von H; zu erhalten.

e Falls es zu einer Ablehnung von Hy kommt, geschieht diese Entschei-
dung mit einer durch das vorgegebene Signifikanzniveau a kontrollier-
ten Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art.

e Im Fall einer Nichtablehnung von Hj ist dagegen die Fehlerwahrschein-
lichkeit 2. Art in der Regel unbekannt. Die Nichtablehnung der
Nullhypothese Hy ist dann nur eine schwache Bestétigung von Hy.

16.3 p-Wert

Bemerkung 16.4 (p-Wert)

e Eine Testentscheidung kann haufig auch dadurch getroffen werden, dass
das vorgegebene Signifikanzniveau « mit dem sogenannten p-Wert (engl.:
p-value) verglichen wird.

e Der p-Wert hiangt von den Hypothesen und dem beobachteten Wert ¢ der
PriifgroBe T ab.
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Bemerkung 16.5 (Gauf3-Test und p-Wert)

e Beim GauB-Test mit den Hypothesen Hy : pu = po und Hy : g > po und
dem berechneten Wert ¢ ist der p-Wert die Wahrscheinlichkeit

p=P(T > tlno) . (16.1)

Dies ist die Wahrscheinlichkeit fiir alle Werte der Teststatistik 7', die
stirker als der beobachtete Wert ¢ zugunsten von H;p sprechen.

e Beim GauB-Test mit den Hypothesen Hy : p = pg und Hy : p < po ist
der p-Wert die Wahrscheinlichkeit

p=P(T < tluo). (16.2)

e Beim Gauf}-Test mit den Hypothesen Hy : = po und Hy : p # po und
dem beobachteten Wert ¢ ist der p-Wert die Wahrscheinlichkeit
p=P(T] > [t|]|n0o), (16.3)

das ist die Wahrscheinlichkeit fiir alle Werte der Teststatistik, die stérker
gegen Hj sprechen als der beobachtete Wert t.

16-8
Bemerkung 16.6 (p-Wert und Signifikanzniveau)

e Allgemein gilt: Der p-Wert ist bei gegebenem Wert ¢ der Teststatistik
das kleinste Signifikanzniveau, bei dem Hy zugunsten von H; abgelehnt
wird.

e Wird der p-Wert in Abhiingigkeit von der Gegenhypothese mit (16.1),
(16.2) oder (16.3) berechnet, so ergibt sich folgende einfache Entschei-
dungsregel:

Bei vorgegebenem Signifikanzniveau a wird Hy zugunsten von Hp abge-
lehnt, falls p < a.

e Im Unterschied zu a hingt der p-Wert von den Daten ab, er wird manch-
mal auch als empirisches Signifikanzniveau bezeichnet.
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16-9
16.4 Tests und Statistiksoftware

Bemerkung 16.7 (p-Wert und Statistiksoftware)

e Statistiksoftware wie z. B. SPSS, SAS usw. sieht in der Regel weder die
Vorgabe eines Signifikanzniveaus vor, noch die Angabe, welche Gegenhy-
pothese getestet werden soll.

e Da der p-Wert von der Gegenhypothese abhiingt — vergleiche die drei
unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten (16.1), (16.2) und (16.3) — kann
der p-Wert nicht unmittelbar berechnet werden.

e Statistiksoftware gibt vielmehr eine Wahrscheinlichkeit aus, mit der sich
der p-Wert bestimmen ldsst und die in Spezialfillen mit dem p-Wert
tibereinstimmt.

e Statistiksoftware (z. B. SPSS) berechnet beim Gauf3-Test in der Regel die
folgende Wahrscheinlichkeit p ohne expliziten Bezug auf eine Gegenhy-

Bemerkung 16.8 (Gauf3-Test und Statistiksoftware)

pothese:
P(T > t||uo) t>0
p=< P(T>t|p)=PT <tllpo) =73 fir t=0 . (16.4)
P(T < t||uo) t<0

Es gilt immer p < 1/2.

e Die Wahrscheinlichkeit p wird z. B. in deutschsprachigen Ausgaben von
SPSS als Signifikanz bezeichnet, wird manchmal aber auch etwas ir-
refiihrend als p-Wert bezeichnet.

Bemerkung 16.9 (Beziehung zwischen p-Wert und p)

1. Fiir die beiden Tests Hy : p = g versus Hy : pu > po und Hp : p < po
versus Hy : u > po gilt

p t>0
p=< p=1/2 fiir t=0
1-p t<0

2. Fiir die beiden Tests Hg : u = pg versus Hy @ pu < po und Hyg : g > po
versus Hy : p < po gilt

1-p t>0
p=< p=1/2 fiir t=0
D t<0

3. Fiir den Test Hy : p = po versus Hy : p # po gilt

p = 2p.
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e Die Funktion GTEST in Excel 2003 ermoglicht die Durchfithrung von
Gauf3-Tests. Neben der Angabe der Beobachtungen ist die Eingabe von
o und o moglich. Berechnet wird die Wahrscheinlichkeit

Bemerkung 16.10 (Gauf3-Test und Excel)

p" = P(T > t|po), (16.5)
fiir die alle Werte zwischen 0 und 1 moglich sind.

e Diese Wahrscheinlichkeit ermoglicht die Berechnung des p-Wertes in
Abhéngigkeit von den zu testenden Hypothesen.

Bemerkung 16.11 (Beziehung zwischen p-Wert und p*)

1. Fiir die beiden Tests Hy : o = pg versus Hy : p > po und Hp @ p < pg
versus Hy : p > po gilt
p=p".
2. Fiir die beiden Tests Hy : pu = pg versus Hy @ p < po und Hg @ pu > po
versus Hy : p < po gilt
p=1-p".

3. Fiir den beidseitigen Test Hy : o = pg versus Hy : p # g gilt

p =2min{p*,1 —p*}.

16.5 Erginzungen
Beispiel 16.a (Einseitiger Gauf3-Test)

1. X; i N(6,0?), 0% bekannt, 0y € R ist gegeben (z. B. 6y = 0):
X — 0o

g

Hy:0<6yg, Hy:0>0y T= \/ﬁ, K:(ul_a,oo).

2. Te Kd. h. T >uy_, fihrt zur Ablehnung von H.
3. Die Verteilung von T héngt von 6 ab. Es gilt T~ N(0,1), falls = 6.

4. Die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art, d. h. die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese zu verwerfen,
falls sie richtig ist, ist bei diesem Test

P(T € K||9) fiir 6 <#6,.
Diese ist nicht konstant, sondern héngt von 6 ab. Dabei gilt

P(T € K||6y) = o, (16.6)
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PTeK|lf) <a, 6<6 (16.7)
und
lim P(T € K||#) =0. (16.8)
60— —o0

5. Die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art, d. h. die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese beizubehalten,
obwohl sie falsch ist, ist bei diesem Test

P(T ¢ K||f) fix 6> 0.

Falls Hj falsch ist, ist
P(T e K||§) fiir 6> 6

die Wahrscheinlichkeit mit der die Nullhypothese abgelehnt wird.

6. Im Beispiel gilt

P(T e K||0) >a fir 0>6 (16.9)
und
elim P(TeK||6)=1. (16.10)
—00

7. Wiinschenswert ist, dass die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art moglichst klein ist und damit P(T € K||6)
fiir 8 > 6y moglichst grof ist.

Bemerkung 16.b (Zur Rolle von Null- und Gegenhypothese)

1. In der Regel versucht man, mit einem Test die Nullhypothese zu verwerfen. Das gewiinschte Testergebnis
ist also die Verwerfung der Nullhypothese, um die Gegenhypothese zu stiitzen. Falls die Nullhypothese
verworfen wird, geschieht dies mit bekannter Fehlerwahrscheinlichkeit, denn das vorgegebene Signifikanz-
niveau « beschrinkt die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art. Falls die Nullhypothese dagegen nicht
verworfen werden kann, ist in der Regel die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art unbekannt, daher
ist die Nichtverwerfung der Nullhypothese nur eine schwache Stiitzung der Nullhypothese.

2. Ausnahmen sind Tests, bei denen die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art bei der Testdurchfithrung
(z. B. durch geeignete Wahl des Stichprobenumfangs) kontrolliert wird und sogenannte Anpassungstests
(engl.: goodness-of-fit tests).

Bemerkung 16.c (Fehlerquellen am Beispiel des Gauf3-Tests)

1. Die Verwendung von Statistiksoftware verleitet zur folgenden fehlerhaften Testdurchfiithrung, bei der
eine einseitige Gegenhypothese in Abhéngigkeit von den Daten bzw. vom realisierten Wert ¢ formuliert
wird. Es ist angenommen, dass p aus (16.4) gegeben ist.

(a) Es wird z. B. Hy : u = po gegen Hy : p > po dann getestet, wenn ¢ > 0, und Hp : u = po gegen
H, : o < pp dann getestet, wenn ¢ < 0.

(b) Dieses Vorgehen wird realisiert, indem man Hy verwirft, falls p < «, und dabei entweder Hy : p > po
formuliert, falls ¢ > 0, oder Hy : p < pg formuliert, falls ¢t < 0.

(¢) Als Folge dieses Vorgehens, ist die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art nicht, wie eigentlich gewiinscht,
«, sondern 2a. Die Wahrscheinlichkeit, eine richtige Nullhypothese Hy : p = pg zu verwerfen, ist
also verdoppelt.

Damit das Signifikanzniveau « eingehalten wird, muss die einseitige Gegenhypothese unabhiingig
von den Daten formuliert werden.

2. Bei der Verwendung von Statistiksoftware besteht beim zweiseitigen Gaufl-Test die Fehlerquelle, dass
ein vorgegebenes Signifikanzniveau « (z. B. @ = 5%) mit dem von der Software ausgegebenen Wert p
anstatt mit 2p verglichen wird. Als Folge dieses Vorgehens, ist die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art nicht,
wie eigentlich gewiinscht, o, sondern 2«.. Die Wahrscheinlichkeit, eine richtige Nullhypothese Hy : = pg
zu verwerfen, ist also verdoppelt.

3. Die Moglichkeit, einen zweiseitigen Test zum Signifikanzniveau o« durchzufithren, indem man p ver-
doppelt, beruht allerdings auf der Symmetrie der Normalverteilung und lédsst sich nicht auf Tests mit
asymmetrischer Verteilung der Teststatistik tibertragen.

4. Ein Gau$-Test unter Verwendung von p aus (16.4) wird folgendermaflen durchgefiihrt. Vorgegeben ist
ein kleines a (0 < a < 1/2), z. B. a = 5%.
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(a) Fiir die Tests Hy : pu = po oder Hy : u < po versus Hy : pu > pg wird Hy abgelehnt, falls p < o und
t>0.

(b) Fiir die Tests Hy : 1 = po oder Hy : p > g versus Hy : p < po wird Hy abgelehnt, falls p < o und
t<0.

(¢) Fiir den Test Hy : u = pg versus Hy : p # po wird Hy abgelehnt, falls 2p < «.
5. Fiir die Wahrscheinlichkeit p* aus (16.5) gilt
p* = P(T > tlluo) = 1 — P(T < t]|g) = 1 — (),

da T standardnormalverteilt ist, falls u = pug.

Bemerkung 16.d (Eine Fehlinterpretation) Ein Irrtum: grofe Stichprobenumfinge seien ,nicht sinn-
voll“, da man ,,dann jede Nullhypothese verwerfen kénne®.

Dieser Irrtum beruht auf einer Fehlinterpretation des folgenden Sachverhaltes: Bei einem Gauf-Test wird die
Nullhypothese Hy : p < 0, falls sie richtig ist, mit zunehmendem Stichprobenumfang bei immer kleineren
Werten von z > 0 abgelehnt.

Dies bedeutet aber nicht, dass eine richtige Nullhypothese mit grofierer Wahrscheinlichkeit abgelehnt wird,
wenn der Stichprobenumfang zunimmt, denn der Gauf-Test beruht nicht auf X, sondern auf der Statistik

T=2

a

Beim einseitigen Gauf3-Test fiir Hy : 4 < 0 vs. Hy : p > 0 kénnen drei Félle unterschieden werden:

1. Im Fall g = 0 ist die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art fiir jeden Stichprobenumfang
P(T>u1—4]|0) =1—=® (u1_q) = a.
2. Im Fall p < 0 ist die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art
P(T>uj_ollp)=1—@ (ul,a — gﬁ) <a.

Diese sinkt streng monoton mit wachsendem Stichprobenumfang.

3. Im Fall p > 0 ist die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art
P(T < ui_ollp) = @ (ul_a - ﬁ\/ﬁ) <1l-a.
o
Diese sinkt ebenfalls streng monoton mit wachsendem Stichprobenumfang.

Bemerkung 16.e (Vertrauenswahrscheinlichkeit)

1. Bei gegebenem Signifikanzniveau o wird 1 — @ manchmal als Vertrauenswahrscheinlichkeit bezeichnet®.
Diese Bezeichnung wird damit gerechtfertigt, dass bei einer einfachen Nullhypothese 1 — o in der Regel
die Wahrscheinlichkeit ist, mit der eine richtige Nullhypothese beibehalten wird. Die Bezeichnung ist
aber deswegen eher ungliicklich, weil das Ziel eines Tests in der Regel nicht die Beibehaltung einer rich-
tigen Nullhypothese mit hoher Vertrauenswahrscheinlichkeit ist, sondern die Verwerfung einer falschen
Nullhypothese mit kleiner Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art ist. Vgl. dazu Bemerkung 16.b.

2. Manchmal wird auch das Konfidenzniveau bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen als Vertrau-
enswahrscheinlichkeit bezeichnet.?

Bemerkung 16.f (Irrtumswahrscheinlichkeit) Das vorgegebene Signifikanzniveau « eines Tests wird manch-
mal als Irrtumswahrscheinlichkeit bezeichnet?.

1. Im Allgemeinen ist die Irrtumswahrscheinlichkeit eines Tests iiber Hy : 0 € O mit der Priifgrofie T und
dem kritischen Bereich K die maximale (oder allgemeiner supremale) Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art,

also z. B.
max P(T € K||f) bzw. sup P(T € K||0). (16.11)
[AS(CH) 6€6,
1Z.B. S. 70 in: Backhaus, K., Erichson, P., Plinke, W., Weiber, R.: Multivariate Analysemethoden. Eine anwendungsorientierte
Einfithrung. 11. Aufl. Springer: Berlin, Heidelberg, New York 2006.
2A.a. 0., 8. 77.
3A.a. 0., S. 71.
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2. Bei einem Test mit Signifikanzniveau o kann die Irrtumswahrscheinlichkeit im Sinn von (16.11) kleiner
als das vorgegebene Signifikanzniveau « sein.

3. Wenn die Irrtumswahrscheinlichkeit im Sinn von (16.11) mit dem vorgegebenen Signifikanzniveau «
iibereinstimmt, liegt ein sogenannter Test mit dem Umfang « vor.

4. Bei vielen Testverfahren, so auch auch bei allen im vorangegangenen Kapitel und im folgenden Kapitel
behandelten Testverfahren, wird der kritische Bereich so konstruiert, dass die Irrtumswahrscheinlichkeit
im Sinn von (16.11) gleich dem vorgegebenen Signifikanzniveau ist.



Kapitel 17

Tests fiir den Vergleich zweier
Parameter

17-1
17. Tests fiir den Vergleich zweier Parameter
17.1 Zweistichproben-Gauf3-Test
17.2 Zweistichproben-t-Test
17.3 Vergleich zweier Varianzen (F-Test)
17.4 Der t-Differenzentest
17-2

Bemerkung 17.1

e Bei den folgenden drei Tests werden Parameter von zwei normalver-
teilten Grundgesamtheiten verglichen.

e Vorausgesetzt sind jeweils zwei unabhiingige normalverteilte Stichpro-

ben o
XlaX27"'aXn Z.;L\“'N(MX7U§()7

Yi,Ya, ..., Y “EY N(uy, 02).
e Unabhéngige Stichproben bedeutet, dass die Komponenten des Vektors
(X1, Xo2,..., X, 1N, Y5,..., V)
insgesamt stochastisch unabhéngig sind.

e Im vierten Test geht es um zwei Merkmale derselben Grundgesamt-
heit.
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KAPITEL 17. TESTS FUR DEN VERGLEICH ZWEIER PARAMETER
17.1 Zweistichproben-Gauf3-Test
Bemerkung 17.2 (Schematische Darstellung)

e Zweck: Vergleich der Erwartungswerte von zwei normalverteilten Grund-
gesamtheiten mit bekannten Varianzen 0% und o.

i.i.d.
X,

~

e Voraussetzungen: Zwei unabhdngige normalverteilte Stichproben
Xla N(MX’ O%()7

Y17 7Ym Z'Z\/d N(/'LY7O-§2/)‘
e Hypothesen:
Ho:px = py,

Hy:px # py
e Priifgrofle und kritischer Bereich:

>

T =

-Y
———. K= ]-ocug[ U Jui_g o0
o
Bemerkung 17.3 (Theoretischer Hintergrund)
e Es gilt

17-4
E[X —Y] = px — py =0,
falls Hy richtig ist, und es gilt

V[X - Y] = V[X] + V[Y] = ox
ist.

e Unter den Voraussetzungen ist 1" standardnormalverteilt, falls Hy richtig

17.2 Zweistichproben-t-Test
Bemerkung 17.4 (Schematische Darstellung)

17-5
o Zweck: Vergleich der Erwartungswerte von zwei Normalverteilungen mit
unbekannten, aber identischen Varianzen 0% = o%.
e Voraussetzung: Zwei unabhéngige normalverteilte Stichproben
j.i.d. ii.d.
Xl)--anZ}V N(//[‘X7O-§()> }/17 ~-aY’mZ'7:V N(,U/Y7o-§2/)a
e Hypothesen: Hy : ux = py,
e Priifgrofle:

o} =02
Hy:px # py

T— nm(n +m — 2)

X-Y
ntmo\/(n—1)S¢ + (m— 1)S7?
e Der kritische Bereich ist K = ]—oo,tn+m,2,%[ U ]tn+m,2,1,%, oo[
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17.3 Vergleich zweier Varianzen (F-Test)
Bemerkung 17.5 (Schematische Darstellung)
e Zweck: Vergleich der Varianzen von zwei Normalverteilungen
e Voraussetzung: Zwei unabhéngige normalverteilte Stichproben
ii.d. i.i.d.
X1, Xn "% N(px,0%), Yi,....Yn "~" N(uy,o%).
e Hypothesen: Hy : 0% =03, H;:0% # 0%
e Priifgriéfle:
532
T=—
S¥?
e Kritischer Bereich:
K = [07 Fn—l,m—l,% [ U }Fn—l,m—l,l—%aoo[
17-7

Bemerkung 17.6

® F, mp bezeichnet das p-Quantil der nach R. A. Fisher benannten F-
Verteilung mit n und m Freiheitsgraden.

e Die p-Quantile der F-Verteilung sind vertafelt.

e Die Eigenschaft
1

ann,l—p = Fm,n’p
ermoglicht es, z. B. Quantile F}, ,, 0.05 aus einer Tabelle mit den Quantilen
Fy.m.0.95 zu bestimmen, indem die Rolle von n und m vertauscht wird
und der Kehrwert gebildet wird.

Beispiel 17.7 (F-Verteilung)
e Gegeben: n =11, m=6, a=01, 1-5=0.95

Gesucht: K = [0, Fi,5,0.05] U ]F10,5,0.95, 0]

Tabellenwerte:

F10)5’0495 =4.735
1 1

= =0.301
F510,095  3.326

Fi0,5,005 =

e Kritischer Bereich:

K =1[0,0.301] U ]4.735,00]
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17-9
Definition 17.8 (F-Verteilung)
Die Zufallsvariablen A ~ x2 und B ~ x?2, seien stochastisch unabhéngig.

1. Dann heifit die Verteilung von

7 =

E]ETPS

F-Verteilung mit n und m Freiheitsgraden.
2. Schreibweise: Z ~ F, .

3. Man bezeichnet n als die Anzahl der Zahlerfreiheitsgrade und m als
die Anzahl der Nennerfreiheitsgrade.

17.4 Der t-Differenzentest

o Zweck: Test iiber die Differenz der Mittelwerte von zwei Merkmalen X
und Y derselben Grundgesamtheit.

e Voraussetzungen:

1. E[X;] =px und E[Y;] = py firi=1,...,n.
2. Die Differenzen sind normalverteilt,

Di ¥ X, =Y, "K' N(up.od).

e Hypothesen iiber
pp = E[D;] = E[X;] - E[Y;] = ux — py
koénnen mit den Differenzen D; getestet werden.

e Hypothesen:
Ho:pup =po, Hi:pp# o

e Priifgrofle:

D - D -
T — *NO\/ﬁz Ho /n_1
S5 Sp
mit
_ 1 <&
D=— D;
n
i=1
und
SH = 1 Xn:(Dq—f)2 Sp = lXn:(D‘—D)Q.
D n_li:1 9 ni:l 1

e Kritischer Bereich:

K = ]_Ooatnfl,%[ U }tnfl,lf%voo[




Bemerkung 17.9

Eine hiufige Anwendung ist ein Test mit g = 0, d. h. es wird getestet, ob die
Mittelwerte gleich sind.

Ho:px =py, Hi:px #py

Bemerkung 17.10

Nicht X; und Y; sind als unabhingig vorausgesetzt, sondern (X;,Y;) und
(X;,Y;) sind fiir ¢ # j unabhéngig und identisch verteilt.

Man spricht auch von verbundenen Stichproben: (X;,Y;),i =1,...,n sind un-
abhéngige und identisch verteilte Beobachtungen aus einer zweidimensionalen

Verteilung.

Beispiel 17.11 (Verbundene und unverbundene Stichproben)

e verbundene Stichproben:
Zwei Merkmale, n Personen: (x1,41), (Z2,¥2), .-, (Zn,Yn)

(x,y;) gehort zu j-ter Person wie z.B. (Statistiknote, Mathematiknote).

e unabhdngige Stichproben:

ny Personen aus Grundgesamtheit G1: (z1, 2, ..., Tn, )
ny Personen aus Grundgesamtheit Ga: (y1, Y2, -, Yn,)

Evtl., aber nicht zwingend gilt ny = ns = n.

x; sind die Statistiknoten von n; ménnlichen Studierenden,
y; sind die Statistiknoten von ny weiblichen Studierenden.

Bemerkung 17.12

e Fiir die Varianz o, o V[D;] gilt

o =V[X; - Y] = VI[X;]-2Cov[X;,V;]+ V[Vi]
= 0% —2Cov[X;,Y;] + 0%
e Es muss nicht 0% = 0% gelten.

e Nicht hinreichend fiir die Voraussetzung D; N (up,0?) ist, dass
X; i N(px,0%) und Y; BN N(py,0%) gilt.

e In der Praxis wird der t-Differenzentest haufig missbrauchlich, ndmlich
ohne Riicksicht auf die Voraussetzung, angewendet.
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17.5 Erginzungen

Bemerkung 17.a

Eine hinreichende Voraussetzung fiir die Anwendung des t-Differenzentests ist, dass die (X;,Y;) zweidimensio-
nal (bivariat) normalverteilt sind. Wenn diese Voraussetzung erfiillt ist, sind auch die Differenzen normalver-
teilt.



Kapitel 18

Approximative Testverfahren

18-1
18. Approximative Testverfahren
18.1 Approximativer Gauf3-Test
18.2 Approximativer Zwei-Stichproben-Gauf3-Test
18.3 Test fiir eine Wahrscheinlichkeit
18.4 Vergleich zweier Wahrscheinlichkeiten
18.5 Chiquadrat-Anpassungstest
18.6 Chiquadrat-Unabhingigkeitstest
18-2

Bemerkung 18.1
e Alle Verfahren in diesem Kapitel sind approximativ.

e Der Approximationsfehler wird mit zunehmendem Stichprobenum-
fang kleiner.

e Asymptotisch, fiir n — oo, verschwindet der Approximationsfehler.

e Dem Nachteil des Approximationsfehlers steht der Vorteil gegentiber, dass
keine normalverteilte Grundgesamtheit erforderlich ist.
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18-3
18.1 Approximativer Gauf3-Test

Bemerkung 18.2 (0 bekannt)
o Zweck: Test iiber den Erwartungswert einer Verteilung.

e Voraussetzungen: Die X, seien unabhéngig und identisch verteilt

(iid) mit ¢ % BLX;]) und 0 < 0 < VX,] < o

e Der auf der Priifgrofie ~
X — pio

T= vn

beruhende Gauf3-Test fiir die Nullhypothese Hy : 1 = pg ist approximativ
giiltig.

e Faustregel fiir die Anwendung: n > 40.

e Der Approximationsfehler besteht darin, dass das vorgegebene Signifi-
kanzniveau a nur approximativ eingehalten wird.

18-4
Bemerkung 18.3 (02 unbekannt)

e Wenn die Varianz o2 unbekannt, aber endlich ist, kann diese in der
PriifgréBe durch den Schitzer S? ersetzt werden.

e Der mit der modifizierten Priifgrofie

durchgefithrte Gau-Test fiir die Nullhypothese Hy : p = po ist approxi-
mativ giiltig.

e Faustregel fiir die Anwendung: n > 40.

18.2 Approximativer Zwei-Stichproben-Gauf3-Test

Bemerkung 18.4

e Zweck: Vergleich der Erwartungswerte von zwei Grundgesamtheiten mit
bekannten Varianzen o% und o3

e Voraussetzungen: Zwei unabhdngige Stichproben
X1, Xo,..., X, iid.  E[Xy] =pux, V[X;]=o0%,

Y1, Ys,..., Yy idd. BV =py, V[Yi]=o%.




Bemerkung 18.5 (Bekannte Varianzen)

e Der Zwei-Stichproben-Gauf-Test mit der Priifgrofie

fiir die Nullhypothese Hy : px = py ist approximativ giiltig.

e Faustregel fiir die Anwendung: n > 40, m > 40.

18-7
Bemerkung 18.6 (Unbekannte Varianzen)

e Wenn die Varianzen 0% und 0% unbekannt, aber endlich sind, kénnen
diese in der PriifgréBe durch die Schétzer S% und S% ersetzt werden.

e Der mit der Priifgroie
X-Y

/5% | 5%
T

durchgefiithrte Zwei-Stichproben-Gauf3-Test fiir die Nullhypothese Hy :
wx = py ist approximativ giiltig.

e Faustregel fiir die Anwendung: n > 40, m > 40.

18.3 Test fiir eine Wahrscheinlichkeit
Bemerkung 18.7
e Zweck: Test iiber eine Wahrscheinlichkeit .

e Voraussetzung: Bernoulli-verteilte Beobachtungen X; "%t B (1,7).

Nullhypothese, Gegenhypothese:

Hy:w=my, Hy:m#mg

e Priifgréfle, kritischer Bereich:

T—
T:T_Oﬂ-o)\/ﬁj K= ]—OO,U%[ U ]’Uqf%,oo[

# = X ist der zufillige Anteil (die relative Hiufigkeit) in der Stichprobe.

Faustregel fiir die Anwendung: nmy(1 — mp) > 9
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18-9
18.4 Vergleich zweier Wahrscheinlichkeiten

Bemerkung 18.8
e Zweck: Vergleich von zwei Wahrscheinlichkeiten 7y und 7y

e Voraussetzung: Zwei unabhéngige Stichproben:
X1, Xn " B(1,mx) und Ya,..., Y, KN B(1,my)

Nullhypothese, Gegenhypothese:

H017TX:7Ty, H127Tx7é7(y

Priifgrofle, kritischer Bereich:
T = X Y , K= ]—oo,u%[ U ]ul_%,oo[
\/ﬁx(l—ﬁx) | Av(i-y)

n m

#ix = X und 7y =Y sind die Anteile in den beiden Stichproben.

e Faustregel fiir die Anwendung:

nix(l—7x)>9 und may(l—7%y)>9

18.5 Chiquadrat- Anpassungstest

Bemerkung 18.9

e Zweck: Uberpriifung, ob die Beobachtungen mit einer theoretischen Ver-
teilung vertriiglich sind, die durch die vorgegebene Verteilungsfunktion Fy
festgelegt ist.

e Voraussetzung: Die X; sind stochastisch unabhéngig und identisch ver-
teilt (i.i.d.) mit der Verteilungsfunktion F.

e Hypothesen:
HolFZFo, HllF#FQ




18-12
e Testdurchfiihrung

Gegeben ist eine vollstindige Zerlegung (Klassierung) Aj,..., Ay mit
den zugehorigen Wahrscheinlichkeiten

J
WjiP(XiEAjHFo), Zﬂ'jzl
j=1
und den zufilligen absoluten Hiufigkeiten

J
N; = Anzahl der X; € 4;, > N;=n.
j=1

e Priifgrofle:
(N —nmj)° —~ 4
T = ~ 0 J = _J _
Z 7’L7Tj Z TL7T'j K
J=1
e Kritischer Bereich:

K = ]X?}A,kmoo[

Bemerkung 18.10

e Da der Test auf einer Approximation beruht, die asymptotisch, d. h. fiir
n — oo, begriindet ist, darf der Stichprobenumfang nicht zu klein sein.
Eine in der Literatur hiufig genannte Faustregel verlangt

nm; >5 Vji=1,...,J
o Grofle Werte der Priifgrole fithren zur Verwerfung von Hy, da
N,

J
7’“ ’57'(% Nj'&iﬂ’f('j7

falls Hy richtig und n hinreichend grof3 ist.
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18.6 Chiquadrat-Unabhingigkeitstest

Zweck
Uberpriifung der stochastischen Unabhiingigkeit zweier Merkmale X und
Y.

e Voraussetzungen

1. Unabhiingige zweidimensionale Beobachtungen (X;,Y;) fiir
1 = 1,...,n.

2. Stichprobenumfang n hinreichend grofl, da der Test auf einer Ap-
proximation beruht, die umso besser ist, je grofler n ist.

Hypothesen
Hy: X und Y sind unabhéngig, Hj : X und Y sind nicht unabhéingig.

Klassierung beider Merkmale als Voraussetzung fiir die Anwen-
dung

o Disjunkte Intervalle A;,..., A; fir die x-Werte und By, ..., Bk
fiir die y-Werte.

o Die beobachteten Haufigkeiten in A; x By, sind
N & Anzahl der (X,,Y;) mit X, € A; und Y; € By

o Die Randhiufigkeiten sind
K J
N €S Ni, Ni €3 Ny
k=1 j=1

o Die theoretischen Hiufigkeiten sind:

Njk = =

ar Nj N _ NpNa
n

n n

Bemerkung 18.11

Die theoretischen Haufigkeiten sind erwartete Haufigkeiten, falls Hy richtig ist,
und falls die relativen Héufigkeiten N; /n und N /n als Wahrscheinlichkeiten
interpretiert werden.

e Priifgrofle

K - J K
(Nng-,)Q -
T=2) e MmN

j=1k=1 J j=1k=1

e Kritischer Bereich

K= }X%J—l)(K—l),l—a’oo{




18.7. ERGANZUNGEN

Bemerkung 18.12 (Erforderlicher Stichprobenumfang)

e Der Chiquadrat-Unabhéingigkeitstest ist ein approximatives Verfahren,
das auf der asymptotischen Verteilung von T beruht. Daher sollte der
Stichprobenumfang hinreichend grof3 sein.

o In Abhéngigkeit von der Klassierung erhélt man beobachtete Werte n;,
und n j, fiir die zufélligen Haufigkeiten N; und N .

e Faustregel fiir die Anwendung:

g LR S5 firalle j=1,...,J, k=1,...,K.
n

Bemerkung 18.13
Der Chiquadrat-Unabhéngigkeitstest heifft manchmal auch Kontingenztest.

18.7 Erginzungen

Beispiel 18.a (Beispiel zum Chiquadrat- Anpassungstest)
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1. Daten: Monatshochststand des Elbepegels in Dresden (Quelle: Sichsische Zeitung) gerundet auf Meter.

n = 57 Beobachtungen von August 2002 bis April 2007: 9, 3,4, 5,5, 7,4, 4, 3,2, 1,

717 1’ 27 17 2’ 37 47

1
4,3,2,3,1,1,2,1,3,2,3,5,6,3,2,2,3,3,2,2,1,2,2,3,7,7,4,5,4,4,2,1,2,2, 3,4, 4,2

. Fragestellung: Sind diese Beobachtungen mit einer Poisson-Verteilung gut vertriaglich? Aus langjéhriger
Beobachtung sei der Parameter p = 3 als bekannt vorausgesetzt. (Hinweis: das arithmetische Mittel der
57 Beobachtungen ist 3.05).

. Nullhypothese: Die Beobachtungen xi,...,z, sind Realisationen einer Poisson-Verteilung mit dem
Parameter p = 3.

. Fiir eine Poisson-verteilte Zufallsvariable X ~ Poi(u) gilt

k
I —n

:Ee 5

e & P(X =k)

k=0,1,2,...
ny bezeichne die Anzahl der Beobachtungen mit z; = k. npy ist die erwartete Haufigkeit fiir den Merk-
malswert k& bei n Versuchen.

Merkmalswert k 0 1 2 3 4 5

Beobachtete Haufigkeit ng 0 10 16 12 10 4
Wahrscheinlichkeit py || 0.0498 | 0.149 | 0.224 | 0.224 | 0.168 | 0.101
Erwartete Haufigkeit npy || 2.84 | 851 | 12.77 | 12.77 | 9.58 | 5.75

Merkmalswert & 6 7 8 9 > 10 >0
Beobachtete Haufigkeit ny 1 3 0 1 0 57
Wahrscheinlichkeit p; || 0.050 | 0.0216 | 0.00810 | 0.00270 | 0.0011 1
Erwartete Haufigkeit npy || 2.87 1.23 0.46 0.15 0.06 57

Die Wahrscheinlichkeit fiir die letzte offene Klasse mit & > 10 ergibt sich als

9
P(X>10)=1-P(X <9)=1-> p
k=0
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10.

11.

12.

KAPITEL 18. APPROXIMATIVE TESTVERFAHREN

Eine Klassierung der Daten erfolgt mit dem Ziel: ,,Die erwartete Haufigkeit ist in jeder Klasse > 5.

Merkmalswerte || <1 2 3 4 >5

Klasse j 1 2 3 4 5

Beobachtete Haufigkeit n; 10 16 12 10 9
Wahrscheinlichkeit 7; || 0.199 | 0.224 | 0.224 | 0.168 | 0.185
Erwartete Haufigkeit nm; || 11.35 | 12.74 | 12.77 | 9.58 | 10.53

Die Wahrscheinlichkeiten werden bei der Klassierung addiert:

T =po+p1, T5= Zpi

i>5
Der Wert der Testgrofie (Chiquadrat-Anpassungstest) ist
J
(nj —nm;)* (10 —11.35)2 (9 —10.53)2
f— - e 2 1965,
Z nmj 11.35 toet 10.53

j=1

Hier gilt J = 5 (Anzahl der Klassen). Die Nullhypothese ,, Hy: Die Daten kommen aus einer Poisson-
Verteilung mit dem Parameter u = 3“ kann abgelehnt werden, falls ¢ > X?,fl’lia .

Es gilt z. B. X% 990 = 7.78, X3.0.05 = 949 und x3 o 99 = 13.28. Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von
a = 0.10 kann Hj nicht verworfen werden.

Selbst wenn man eine erheblich grofiere Irrtumswahrscheinlichkeit einrdumt, eine richtige Nullhypothese
fehlerhaft zu verwerfen, wird Hy nicht verworfen. Dies verdeutlicht der p-Wert.

Zum gegebenen Wert ¢ der Priifgrofie T' ist durch die Wahrscheinlichkeit p mit
X%—l,l—p =1

der sogenannte p-Wert gegeben. Der p-Wert ist das kleinste Signifikanzniveau, bei dem die Nullhypothese
abgelehnt werden kann. Im Beispiel ist p = 0.867 der p-Wert zu ¢t = 1.265. Nur fiir p < « kann die
Nullhypothese abgelehnt werden.

Statistische Programme wie z. B. SPSS, SAS usw. geben iiblicherweise den p-Wert an oder eine Wahr-
scheinlichkeit, aus der sich der p-Wert berechnen lisst, z. B. p mit X?,_Lﬁ =t.

Falls Hj richtig ist, dann ist p die Wahrscheinlichkeit, mit der die Priifgrofle T einen grofleren Wert als
den beobachteten Wert ¢ hat,
p=P(T > t||Hyp).

Definition 18.b (Indikatorfunktion einer Menge) Fiir eine beliebige Menge A C R heifit die Funktion
14:R —{0,1},

1, falls z€ A

0, falls z¢ A

Indikatorfunktion der Menge A.

Bemerkung 18.c (Zdhlen und Indikatorfunktion)

e 11,...,x, seien reelle Zahlen und A C R sei eine Menge. Dann ist

njg = Z]IA(xi)
=1

die Anzahl der Zahlen x4, ...,x,, die in der Menge A liegen.

e Esgilt ng € {0,1,...,n}.

o X1,X5, ..., X, seien zufillige Beobachtungen. Dann gibt die Zufallsvariable

n

Na=> 1a(X))

=1

die zufillige Anzahl von Beobachtungen in A an.



Kapitel 19

Grundlagen der asymptotischen
Statistik

19-1
19. Grundlagen der asymptotischen Statistik
19.1 Konsistenz von Schitzern
19.2 Schwaches Gesetz der grofien Zahlen
19.3 Zentraler Grenzwertsatz der Statistik
19.4 Asymptotisch begriindete Tests
19-2

Bemerkung 19.1

e In diesem Kapitel wird die theoretische Begriindung fiir die zuvor ange-
gebenen approximativ giiltigen Verfahren geliefert.

e Dabei werden asymptotische Betrachtungen fiir einen iiber alle Grenzen
wachsenden Stichprobenumfang (n — co) angestellt.
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19-3
19.1 Konsistenz von Schitzern

Bemerkung 19.2
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Schétzers

Codef 1
X, = E;Xz

fiir den Parameter p konzentriert sich fiir n — oo zunehmend um p. Genauer
ist dies eine Eigenschaft der Folge von Schitzern

X+ Xs o Xit KXot X _

_ _ 1 <&
X=Xy, Xy = X, ==-S"x,,. ..
1 1, 2 2 y 23 3 ) ) ’I’LZ

Bemerkung 19.3 X
Die Konsistenz ist eine asymptotische Eigenschaft eines Schéitzers 6, =

0,.(X1,...,X,) fiir einen Parameter 6.

19-4
Bemerkung 19.4
Da die Schiitzer 6, Zufallsvariablen sind, muss zunéchst definiert werden, was
unter der Konvergenz einer Folge von Zufallsvariablen (Schitzern) gegen eine
Konstante (Parameter) verstanden werden soll.

Definition 19.5 (Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit)
Eine Folge von Zufallsvariablen Y7,Y5,... konvergiert nach Wahrschein-
lichkeit gegen eine Zahl x € R genau dann, wenn
lim P(|Y, —z|>¢)=0 Ve>0. (19.1)
n—oo
Man schreibt
plimY,, = x.
n— oo
Bemerkung 19.6
Die Konvergenzaussage aus Gleichung (19.1) ist dquivalent zu

lim P(Y, —z|<e)=1 Ve>0.

n—oo

19-5
Bemerkung 19.7
Die Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit wird auch Konvergenz in
‘Wahrscheinlichkeit oder stochastische Konvergenz genannt.

Bemerkung 19.8
Es gibt auch andere Konvergenzarten fiir Zufallsvariablen, z. B. die Vertei-
lungskonvergenz oder die fast sichere Konvergenz.




Definition 19.9 (Konsistenz)
Eine Folge von Schétzern

b1 = 01(X1),02 = 02(X1, X2), .., 00 = 0,(X1, ..., X0), .
heift konsistent fiir 6, falls 6,, nach Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert.

Beispiel 19.10 (Konsistente Schiitzer)

1. Fiir stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen X; mit E[X;] = p gilt:

X, ist ein konsistenter Schétzer fiir p.
2. Fiir stochastisch unabhingige Zufallsvariablen X; mit V[X;] = o2 gilt:

S2 ist ein konsistenter Schiitzer fiir o2.

(a)
(b)
()

)

(d) S* ist ein konsistenter Schéitzer fiir o.

S*2 ist ein konsistenter Schitzer fiir o2.

S ist ein konsistenter Schitzer fiir o.

Bemerkung 19.11
Eine hinreichende Bedingung fiir die Konsistenz ist
lim E[f,] =6, lim V[§,]=0.
n—roo n—roo
Beispiel 19.12
Fiir stochastisch unabhingige Zufallsvariablen X; mit E[X;] = p und V[X;] =
o? gilt
_ _ 0’2
EX,]=p und lim V[X,]= lim — =0,
n—oo n—oo n
so dass X,, ein konsistenter Schiitzer fiir u ist. Dies ist ein Spezialfall des soge-
nannten Schwachen Gesetzes der grof3en Zahlen.

Definition 19.13 (Asymptotische Erwartungstreue)
Die Eigenschaft
lim E[0,] =0,
n—o0
nennt man asymptotische Unverzerrtheit oder asymptotische Erwartungstreue
des Schitzers 6, fiir 6.

19.2 Schwaches Gesetz der grofien Zahlen

Beispiel 19.14 (Idealer Wiirfel)
Stochastisches Modell des wiederholten Wiirfelwurfes: Die X; sind stochastisch
unabhéngig und identisch verteilt (i.i.d.) mit

1
P(Xi:k)zé, k=1,...,6
und
p=E[X;] =35
In welchem Sinn gilt
Tn o lzn:a:, — 3.5 fir n— o
Lt
fir eine gegebene Folge von Beobachtungen x1,x9,23,...,Zn,... mit

z; € {1,2,3,4,5,6}7
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19-9
Satz 19.15
Die Zufallsvariablen X1, X, ..., X,,... seien identisch verteilt und stocha-
stisch unabhdngig mit p et E[X;] und endlicher Varianz o> o VI[X,]. Fir
die Mittelwerte

2 n
o def o def 1 o def 1
X =X, X< 5;)@, ey X < ﬁ;X
gilt dann
_ _ 0‘2
E[X,]=u V[X,]= o
und -
lim V[X,]=0
n—oo

Bemerkung 19.16

Fiir wachsenden Stichprobenumfang konzentriert sich also die Verteilung von
X, um p. Dies gilt allgemeiner, ndmlich auch ohne die Voraussetzung einer
endlichen Varianz.

Satz 19.17 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen)

Die X; (i =1,2,...) seien i.i. d. mit Erwartungswert p def E[X;]. Dann kon-

vergiert X, nach Wahrscheinlichkeit gegen p.

Bemerkung 19.18
Es gibt auch Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit unendlicher Varianz, die z. B.
im Bereich der Finanzmarktstochastik eine gewisse Rolle spielen.

Satz 19.19 (Spezialfall von Bernoulli)
Es sei X; e B(1,7). Dann konvergiert X,, nach Wahrscheinlichkeit gegen .

Bemerkung 19.20
Fir X; “%" B(1,7) gilt:

e m=P(X; =1)=E[X,] ist die Erfolgswahrscheinlichkeit.

s

X; ~ B(n, ) ist die Anzahl (= absolute Héufigkeit) der Erfolge.

1=1

e X, ist die relative Haufigkeit der Erfolge.

e Die relative H#ufigkeit konvergiert nach Wahrscheinlichkeit gegen die
Wabhrscheinlichkeit 7.




19.3 Zentraler Grenzwertsatz der Statistik

Bemerkung 19.21 (Verteilung von X,,)
Fiir X, "&" N(u,o?) gilt

] 0?2\ X, -
X"NNQM)’ —L/n~ N(0,1).

Satz 19.22 (Zentraler Grenzwertsatz der Statistik)
Die X; (i = 1,2,...) seien i.i.d. mit Varianz 0 < o> e VI[X;] < oo und
d

Erwartungswert p rf E[X;]. Fir die standardisierten Zufallsvariablen

def Xn - E[Xn] Xn — M
Y, = = = n 19.2
VX ——Vn (19.2)
gilt dann
lim P(Y, <z)=®(x) firale ze€R. (19.3)

n— oo

Bemerkung 19.23

e & bezeichnet die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
N(0,1).

o P(Y, < x) ist der Wert der Verteilungsfunktion von Y,, an der Stelle x.

e Wenn (19.3) erfiillt ist, sagt man auch: Y,, besitzt (fiir n — o) die
Standardnormalverteilung als Grenzverteilung.

e Kine bessere Bezeichnung wiire ,,Grenzverteilungssatz“.

e Wenn (19.2) und (19.3) erfiillt sind, sagt man auch: Die Folge X, ist
asymptotisch normalverteilt.

e Fiir "grofie” n wird Y,, als niherungsweise N (0, 1)-verteilt und X, als

nidherungsweise N <u, ";—f)—verteilt unterstellt.

Beispiel 19.24 (Wiirfel)
Stochastisches Modell: Fiir ¢ = 1,...,n sind die X; i.i.d. mit

P(Xz:k):%, k=1,..,6
Es gilt
N:E[Xi]:é(1+2+3+4+5+6):%,
E[Xz?]:é(1+22+32+42+52—|—62):%
und

91 7\? 35
2 = X’L = — — — = — .
o=Vl =5 (2) 12
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Beispiel 19.25 (Fortsetzung)
Allgemein:

V[Xn] = U[Xn] = V[Xn]
Fiir n = 600:

. 1 35 35 i
ViZe o L .35 3 o o
ool 600 12~ 7200 — 000486, o[ Xe00] = 0.0697

Xeoo besitzt approximativ die Verteilung N(ux,,, a?—(GOO) mit
2
Ha = 3.5, 0% =0.00486.

HXe00 — 20—5{500 = 3.36, FXgoo T 2UX600 = 3.64
HXg00 = 30 %00 = 3-29,  Hxgey T30 %50, = 3.71

19.4 Asymptotisch begriindete Tests

Bemerkung 19.26 (Approximative Gauf3-Tests) Es wird die theoreti-
sche Begriindung fiir die in den Bemerkungen 18.2 und 18.3 vorgestellten ap-
proximativen Gaufl-Tests nachgeliefert.

e Nach dem zentralen Grenzwertsatz der Statistik (vgl. Satz 19.22) hat die
Priifgrofie

X, -
=" (19.4)
g

aus Bemerkung 18.2 unter Hy : = o fiir n — oo die Standardnormal-
verteilung als Grenzverteilung.

e Falls Hj richtig ist, gilt

P(TGK) = 17P(U%ST§7.L1_%)
L= (P(T < uig) = P(T <ug))
= 1-P(T<ui—g)+P(T<ug)

und daher
nler;oP(TeK) = nl;rr;o[l— (T < 1,%)+P(T<ug)]
= l—nler;OP(T 1-3) + lim P (T <ug)
= 1-2(u-g) +®(ug)

+@

a a

- 1_<1_f> @
2 +2

Q.
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e Die modifizierte Priifgrofie

X—No

T =
S

Vvn (19.5)

aus Bemerkung 18.3, bei der o durch den konsistenten Schétzer S ersetzt
ist, wird durch ~

X —
— Ho NGX g
o S

auf die Priifgrofie aus (19.4) und den Faktor o/S zuriickgefiihrt.

T

e Zusammen mit einem bekannten Hilfssatz der Statistik, dem Lemma
von Slutzky, ergibt sich, dass die Priifgréfie aus (19.5) diesselbe Grenz-
verteilung wie die Priifgrofie aus (19.4) besitzt, so dass sich ebenfalls

lim P(T € K) = a

n—oo

ergibt.

19.5 Erginzungen

Bemerkung 19.a (Zur Selbstkontrolle) Im Kapitel 19 eingefiihrte Begriffe und Konzepte: Konsistenz,
schwaches Gesetz der groflen Zahlen, asymptotische Erwartungstreue, zentraler Grenzwertsatz der Statistik.

Bemerkung 19.b (Zum Zwei-Stichproben-Gauf3-Test) Falls Hy : pux = py richtig ist, ist die Priifgrofe

X-Y
T:

7% | 9%

- T

aus Bemerkung 18.5 standardisiert mit E[7] = 0 und V[T] = 1 und besitzt fiir n — oo die Standardnormalver-
teilung als Grenzverteilung. Diese Grenzverteilung bleibt erhalten, wenn die Parameter 0% und o2 unbekannt
sind und wie in Bemerkung 18.6 durch die konsistenten Schitzer S% und S% ersetzt werden.

Bemerkung 19.c (Zum Test fiir eine Wahrscheinlichkeit) Die X; sind i.1i. d. mit
EX;|=p=m V[X)]=0c*=n(l—-m).

Die Priifgrofie

X*Tfo \/ﬁ
7T0(1 - 7'&'0)

in Bemerkung 18.7 besitzt fiir n — oo die Standardnormalverteilung als Grenzverteilung, falls Hy : m = mg.

Bemerkung 19.d (Test zum Vergleich zweier Wahrscheinlichkeiten) Unter den Voraussetzungen von
Bemerkung 18.8 ist
Tx — Ty

\/Trx(lfﬂ‘x) + 7Ty(1771’y) ’

n m

falls Hy : mx = my richtig ist, asymptotisch standardnormalverteilt. Dieses asymptotische Verhalten bleibt
erhalten, wenn

7Tx(1 - Wx) + ’/Ty(]. - 7Ty)
n m
durch den konsistenten Schétzer
ﬁx(l—ﬁ'x) n ﬁy(l—er)
n m

ersetzt wird.
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Bemerkung 19.e (Zum Y?-Anpassungstest) Die Priifgrée 7" beim x2-Anpassungstest aus Bemerkung
18.9 besitzt, falls Hy richtig ist, fiir n — oo eine x2-Verteilung mit J — 1 Freiheitsgraden als Grenzverteilung.
Das Signifikanzniveau « beschrankt damit (asymptotisch) den Fehler 1. Art beziiglich der Nullhypothese

Hy:P(X€Aj)=m fir j=1,...,J.
Wenn diese Nullhypothese abgelehnt wird, wird erst recht die Nullhypothese
Hy: F = Fy
abgelehnt, die P(X € A;) =n; fir j =1,...,J impliziert.
Bemerkung 19.f Die beiden folgenden Séitze liefern die theoretische Begriindung fiir die in den Bemerkung
13.g angegebenen approximativen Konfidenzintervalle.

Satz 19.g (02 bekannt) Die X; seien i.i.d. mit 0 < o def [X;] < 00. Dann ist

def S g
In = X —ul_g— X—|—u1_,
f

ein Konfidenzintervall fiir p mit asymptotischem Konfidenzniveau (1 — ), d. h. es gilt

|2

lim P(puel,)=1-a.
n— oo

Beweis Der zentrale Grenzwertsatz der Statistik (Satz 19.22) besagt, dass die standardisierten Zufallsvaria-
blen

X, —
Y, = kom
g

die Standardnormalverteilung als Grenzverteilung besitzen. Daher gilt

lim Plug <Y, <wuj_g) = lim (P(Y, <ui—g)—P(Y, <usg)
n—o00 n—oo 2 2
= nlLIréOP(Yn <uj-g) —nILrI;OP(Yn <ug)
= O(u-g)— P(ug)
_,_a_a
2 2
= l-a
Weiter gilt
Xn_,u
Plug <Y, <uj-g) = P(Ug< - \/ﬁém_g)
o . o
= P<ug\/ﬁ§ n—M§U1g\/ﬁ>
g = o _
= P(u;\/ﬁ—Xn<—,u<u1c5\/ﬁ—Xn>
_ o — g
= P< n*U%%ZNE nul—g\/ﬁ)
_ g = g
= P n—Ul_a <u<X,—ue
(femms s us femus 7
_ o — g
= P< n_ul‘z"\/ﬁSNSXn‘i‘ul‘;\/H)
= P(pely)
mit —Ug =Ul-g.
Satz 19.h (¢? unbekannt) Die X; seien i.i.d. mit 0 < o2 e [X;] < c0. Dann ist
def | 5 def |1 - =
In = X—’LL1,, X—&-ul,g— mit S = - (Xi—X)z,
e X b n

ein Konfidenzintervall fiir i mit asymptotischem Konfidenzniveau (1 — ), d. h. es gilt

lim P(puel,)=1-a.
n—r oo
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Beweis Beim Beweis von Satz 19.h muss zusitzlich zu den Uberlegungen aus dem vorangegangenen Beweis
die Konvergenz von S gegen o fiir n — oo (Gesetz der grofien Zahlen) beriicksichtigt werden. Zusammen mit
dem Lemma von Slutzky ergibt sich, dass die Zufallsvariablen

Xn_ﬂ UXn_,u g
- —_—— :iY
S v S o Vi s"

dieselbe Grenzverteilung wie Y,,, ndmlich die Standardnormalverteilung, besitzen. Der Satz 19.h ergibt sich
dann mit analogen Umformungen wie im Beweis von Satz 19.g.

Bemerkung 19.i (Bernoulli-Verteilung) Das bereits in Bemerkung 13.20 angegebene approximative Kon-

fidenzintervall
N 7(l—7) . (1l -7
l”“l“%v(n)’“m—av(n)]

fiir den Erfolgsparameter m einer Bernoulli-Verteilung ergibt sich als Spezialfall des Konfidenzintervalls aus
Satz 19.h, wenn man beriicksichtigt, dass sich

aus X; Kb B(1, ) ergibt.
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Kapitel 20

Bedingte Wahrscheinlichkeit und
bedingte Verteilung

20-1
20. Bedingte Wahrscheinlichkeit und bedingte Verteilung
20.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten
20.2 Bedingte Verteilung
20-2

20.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Definition 20.1 (Bedingte Wahrscheinlichkeit)
Es sei B ein Ereignis mit P(B) > 0. Dann heift

def P(ANB)
P(A|B) = W

die bedingte Wahrscheinlichkeit (conditional probability) von A unter der
Bedingung B (oder unter der Hypothese B).

Beispiel 20.2 (Wiirfelwurf)
Fiir die Ereignisse A = {w1,ws,ws} (,,ungerade Augenzahl“) und
B = {w1,ws,ws} (,Augenzahl < 3“) gilt

[SIEISSE
I
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20-3
Satz 20.3
A und B seien unabhingig. Es sei P(B) > 0. Dann gilt
P(A|B) = P(A).
Bemerkung 20.4
Wegen der Unabhéngigkeit gilt P(A N B) = P(A)P(B). Somit gilt
P(ANnB) P(A)P(B)
P(A|B) = = =P(A).
(i) = Z5 = T =
20-4

Satz 20.5
Es gelte P(B) > 0 und P(A|B) = P(A). Dann sind A und B unabhdngig.

Bemerkung 20.6

Aus P(AN B)
P(A|B) = ————+=P(A
) = L8 D — pay
folgt P(AN B) = P(A)P(B) und somit die Unabhéngigkeit der Ereignisse A
und B.

Satz 20.7 (Multiplikationssatz fiir zwei Ereignisse)
Es sei B ein Ereignis mit P(B) > 0. Dann gilt

P(ANB) = P(A|B) - P(B).

Bemerkung 20.8
Die Aussage von Satz 20.7 ergibt sich unmittelbar durch Umformen der Defi-
nition der bedingten Wahrscheinlichkeit.

Satz 20.9 (Multiplikationssatz fiir drei Ereignisse)
Es seien B und C' Ereignisse mit P(BNC) > 0. Dann gilt

P(ANBNC)=P(AIBNC)-P(B|C) - P(C).

Bemerkung 20.10
Die zweimalige Anwendung von Satz 20.7 ergibt

P(ANnBNC)=P(AIBNC)-P(BNC)=P(AIBNnC)-P(B|C)-P(C).

Dabei ist P(C) > 0 wegen P(BNC) > 0.




20-6
Satz 20.11 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit)
Bilden die Ereignisse Ay,...,A, eine vollstindige Zerleqgung von € mit
P(A;) >0 firi=1,...,n, dann gilt

P(B) =Y P(BA)P(4)

fiir jedes Ereignis B.

Beispiel 20.12 (Wiirfel)

Fiir die drei Ereignisse A1 = {w1,ws,ws} (,ungerade Augenzahl®),
As = {wa,wy,ws} (,,gerade Augenzahl®) und

B = {w1,ws,ws} (,Augenzahl < 3%) gilt

P(B) = P(B|Ay) P(A1) + P(B|A2) P(A2)

bzw.

\V]

Wl N
N —
Wl
DO | =

20-7
Bemerkung 20.13
Hiufig interessiert die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten P(A;|B) aus ge-
gebenen Wahrscheinlichkeiten P(B|A4;) und P(A;).

Satz 20.14 (Bayessches Theorem, Formel von Bayes)

Bilden die Ereignisse Aq,...,A, eine vollstindige Zerleqgung von € mit
P(A;) >0 firi=1,...,n und ist B ein Ereignis mit P(B) > 0, dann gilt
P(B|Ai)P(A:)

PAIB) =
> P(B|4,)P(4))

, 1=1,...,n.

Beispiel 20.15 (Wiirfel: Bayessches Theorem)
Aus P(A;) = P(A3) =1/2, P(BJA;) =2/3 und P(B|As) = 1/3 folgt

_ P(B|43) P(42) B
P(A21B) = BEIL) P4 + PBIAD P(L) ~ 3

20.2 Bedingte Verteilung

Definition 20.16
fxy Dbezeichne die Dichtefunktion oder Wahrscheinlichkeitsfunktion von
(X,Y). fx und fy seien die X und Y gehorigen Wahrscheinlichkeits- bzw.
Dichtefunktionen.

e Falls fy an einer Stelle y € R positiv ist, heift die Funktion
fX|Y:y ‘R — [0,00[ 5

_ fXY(xuy)
leY:y(x) B fY(Z/)

bedingte Dichtefunktion bzw. bedingte Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion von X unter der Bedingung Y = y.

e Analog ist fy|x—(y) fiir # mit fx(z) > 0 definiert.
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20.3 Erginzungen

Bemerkung 20.a (Zur Selbstkontrolle) Im Kapitel 20 eingefiihrte Begriffe und Konzepte: bedingte Wahr-
scheinlichkeit, Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit, Bayessches Theorem (Formel von Bayes), bedingte
Dichtefunktion, bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion.

Beispiel 20.b (Gemeinsame und bedingte Verteilung)

1. Merkmal X: Korpergrofie (klassiert)
1 bis unter 165 cm
ro iiber 165 cm

2. Merkmal Y: Kérpergewicht (klassiert)
y1  bis unter 50 kg
yo  iiber 50 bis unter 75 kg
ys  lber 75 kg

3. Die Anteile der Merkmalskombinationen (z;, yx) in der Grundgesamtheit werden zu Wahrscheinlich-
keiten, wenn eine Person zufillig ausgewéhlt wird und an dieser die beiden Merkmale X und Y gemessen
werden.

4. Tabelle der gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten und der Randwahrscheinlichkeiten:

P(X =x;,Y = y) Y1 Y2 Y3 >

k
z1]0.25 0.15 0.10 | 0.50
2 | 0.05 0.25 0.20 | 0.50

>>10.30 0.40 0.30 | 1.00
J

Beispiel fiir Randwahrscheinlichkeit:

3
P(X =m3) =Y P(X =25,Y = i) = 0.05+0.25 + 0.20 = 0.50
k=1

Beispiel fiir bedingte Wahrscheinlichkeit:

5. Randwahrscheinlichkeitsfunktion von X:
fx(z1) = P(X =) =05,
fx(xg) = P(X = $2) = 05,
fx(x)=0, falls =z ¢ {z1,22}

Analog gibt es eine Randwahrscheinlichkeitsfunktion von Y.
6. Bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion von Y bedingt auf X = x5:
fyix=2,(y1) = P(Y = 1| X = 21) = 0.50,
fy1x=a2,(y2) = P(Y = 52| X = 21) = 0.30,
fyix=a2,(y3) = P(Y = y3| X = x1) = 0.20,

fY\X:zl (y) = P(Y = y|X = $1) = 07 falls Yy ¢ {ylay27y3}

Analog gibt es eine bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion von Y bedingt auf X = x5 und bedingte
Wahrscheinlichkeitsfunktionen von X bedingt auf Y =y fir y € {y1, y2,ys}

Beispiel 20.c (DNA-Test als Massenscreening) Ausgangssituation: Vom unbekannten Téter liegt eine
DNA-Spur vor. Fiir Person P wird eine DNA-Analyse auf Ubereinstimmung durchgefiihrt.

e Ereignis A: Die DNA-Spur stammt von P. Ereignis A: Die DNA-Spur stammt nicht von P.
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Ereignis B: ,,Bei der DNA-Analyse wird Ubereinstimmung der DNA von P mit der DNA-Spur festgestellt“
(sogenannter positiver Befund).

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen richtigen positiven Befund ist

P(B|A) =p, z. B.p=99.9999% .

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen falschen positiven Befund ist

_ 1
P(B|A) = B.B=10"7"= — .
(BlA)=5, 2B.5 1000000000
Es gilt nicht notwendig p + 8 = 1.
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit P(A|B)?
P(BJ|A)P(A
P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A)
_ pP(A)
pP(A) + B(1 - P(A))
Mit der sogenannten A-priori-Wahrscheinlichkeit
P(A) = 1__1
n 100000
bei n = 100000 = 10° Verdichtigten ergibt sich
Py P p
P(A|B) z =

Tl -1 T pt(n-1)B  p+999995

Die Gréflenordnung von 8 im Vergleich zu n ist entscheidend fiir den Riickschluss von einem positiven Befund
(B) auf die Téterzuordnung, d. h. fiir die Grofle der Wahrscheinlichkeit P(A|B):

Fiir 8 = 0 ergibt sich P(A|B) = 1.
Fiir 8 =107 und n = 10° ergibt sich n3 = 10~* und

b

P(AIB) = =i 199

~ 1.

Fiir # =107 und n = 10° ergibt sich n3 = 1 und

P 1
PAB)= ——————= =~ .
p+1—-10 2

Fiir 8 = 1072 und n = 10° ergibt sich n3 = 100 und

P(A|B) ~ S SN L
p+100—10-3 101

Fiir weiterfiihrende Literatur zur Thematik und zur Gréfienordnung von p und j siehe
http://wuw.decisions.ch/dissertation.html,

insbesondere S. 169-177, und die dort angegebenen Quellen.
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Anhang A

Formelsammlung

A.1 Allgemeine mathematische Notation

Symbol | Bedeutung Bemerkung, Beispiel
R Menge der reellen Zahlen

N Menge der natiirlichen Zahlen N={1,2,...}

o Definitorisches Gleichheitszeichen N {1,2,...}

[x] Ganzzahliger Teil einer Zahl z (18] =[3.75] =3

|A| Anzahl der Elemente einer Menge A |{4,5,7} =3

n 0
in T4+ T+ ...+ x, in:()
i=1 i=1

n 0
Hxi T1-To: ... Ty Hl‘i:l
i=1 i=1

A.2 Beschreibende Statistik

Merkmale, Daten, Auswertung eindimensionaler Daten

Fiir ein statistisches Merkmal X mit J verschiedenen Merkmalswerten £1,¢&s,...,&s liegt eine Urliste von n
Daten (Beobachtungen) z1,zs,. .., 2, Vvor.
Symbol, Definition Bedeutung Eigenschaften, Bemerkung
J
nj = |{i|xz; =&} Absolute Hiufigkeiten an =n
j=1
n; J
fi= # Relative Haufigkeiten Zl fi=1
‘7:
T <
F(z) = M7 zeR (Empirische) Verteilungs- | F(z) = Z f;
" funktion jig;<w
Zp, =min{z € R | F(z) > p}, p-Quantil Fiir 1 <@y < ... <y
O<p<l1 .
Tnp np ganzzahlig
Tp =
L[np]+1 sonst
Zo.5 Median 0.5-Quantil
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1 n 1 J J
T = - Z Arithmetisches Mittel = Z Z & i
j=1 j=1

Geometrisches Mittel

x; >0firi=1,...,n

n
n; E w; =1
i=1

Ty = Wi T4 Gewichtetes Mittel w; > 0firi=1,...,
=1
1” 1<
- V . 2 _ =
n arianz s°=- Z(SJ z)
i=1 j=1
1 J
T Z = Z(ﬁj —z)%f;
i=1 =
s=Vs? Standardabweichung

Verhiltniszahlen, Mef3zahlen

und Indexzahlen

Symbol, Definition

Bedeutung, Eigenschaften

Meflzahlen des zeitlichen Vergleichs

x
Mgy = -t Mefzahl fiir die Berichtszeit ¢ zur Basiszeit s
Ts
m
Myt = et Umbasierung von Basiszeit s zu Basiszeit r
Mg r
Mgt = Mgr - Myt Zirkularitdt von Mefizahlen
moy = mos Mgy, t=s+1,...,T Verkettung von myg, fiir £ = 0,1,...,s und mg fiir
m, _
mey=—2L t=0,1,...,s 1 t=s,s+1,....T
mo,s
Indexzahlen
t, 0 Berichtszeit (-periode), Basiszeit (-periode)

Preis und Menge des Gutes ¢ zur Zeit ¢

=
=

iy

.
~
]

(=)

I pos = =1 = Z 210 npo(z)qo(z) Preisindex vom Typ Laspeyres
> mia =10 3 win0)
1= 1=
> pe(i)qe (i)
Ipoos = lil Preisindex vom Typ Paasche
Elpo(i)%(i)
n
>~ po(i)q: (i)
Iga;o’t = izl Mengenindex vom Typ Laspeyres
leo (4)qo()
> pe(i)qe (i)
I;Z)a;O,t = lil Mengenindex vom Typ Paasche
2@@%@
n
Z pe(4)q: (7)
Igt = = = Iga;O,tIga;O,t = I:Za;O,tIEJDa;O,t Wertindex

)

=
s
(=]
=
~.
=
S
[=)
=
3
G

@
Il
—




A.2. BESCHREIBENDE STATISTIK

Auswertung mehrdimensionaler Daten

Das Merkmal X hat die J verschiedenen Merkmalswerte &1, .. .

Merkmalswerte 71, . ..

159

,&€7. Das Merkmal Y hat die K verschiedenen

, Nk - Gegeben sind n Beobachtungspaare (z;,y;) fiir i = 1,...,n.

Symbol, Definition Bedeutung, Eigenschaften
n n
=LY 2, yg=r>y Mittelwerte
i=1 i=1
n n
sk =23 (x;—2)? =13 (y—9)? Varianzen
i=1 i=1
Sx = /%, Sy =/s% Standardabweichungen
Haufigkeiten fir j=1,...,JJk=1,.... K
nje = [{il(@i, i) = (&5, m0) } Gemeinsame absolute Hiufigkeiten
K J
Nj. = D> Njk, Np= D Njk Absolute Randhéufigkeiten
k=1 j=1
fik = %’“ Gemeinsame relative Haufigkeiten
K J
fii=> fiee fr=2 fik Relative Randhiufigkeiten
k=1 j=1
Zusammenhangsmafle
n n
Sxy = % Sz — )y —7) = % 3wy — TY Kovarianz
i=1 i=1
n
> (2 =) (yi — ) 5
rxy = =1 = 2 Korrelationskoeffizient (nach Bravais-Pearson)
n n Sx Sy
\/Z(ﬂfz —z)* > (yi — )
i=1 i=1
i 2
6> (Rx(xi) — Ry (1))
ryy =1 =1 W = 1) Rangkorrelationskoeffizient (nach Spearman)
Njk = Ny = n].n.k, j=1...,J, k=1,... K Deskriptive Unabhéngigkeit
J K (5 — 02
P Z Z 97 9 Chiquadratmafizahl
J=1 k=1 ik
5 .
X min{J, K'} . )
C=Cxy= . Kont koeffizient
XYy \/X2 T (KT -1 ontingenzkoeffizien
Deskriptive lineare Regression
b= S);Y , a=9y—0bx Regressionskoeflizienten
Sx
Ui = a + bx; Lineare Regressionsfunktion
U = Y; — Yi Regressionsresiduen
s%, =15 (@ —9)? =b2s% Erklérte Varianz
i=1
n
sh=21% u? Residualvarianz
i=1
s? = sf, + s2U Varianzzerlegungssatz
2 2
sS4
R? = 7Y =1- 57[] =r¥y Bestimmtheitsmafl oder Determinationskoeffizient
Sy Sy
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Zeitreihenanalyse

ANHANG A. FORMELSAMMLUNG

Symbol, Definition

Bedeutung, Eigenschaften

Gleitende Durchschnitte

fiir d4quidistante Zeitpunkte

~ _ Yi—iteAYiatyityipi e Yigl
- 20+1

1
_ 1
= 341 hzlyiJrh

-1
gi = o <§yil + X

Yith + ;yiJrl)
h=—(-1)

Gleitende Durchschnittsbildung ungerader Ordnung
A=2l4+1mitleNN

Gleitende Durchschnittsbildung gerader Ordnung
A=2lmitl € N

Saisonbereinigung (Phasendurchschnittsverfahren)

yl_gz+sz+ul7lzlaan

0

M=

Sk+jK =8k, E=1,...,K, j=0,1,.., Sk =

k

1
K

Gi, i=1+11+2,....n—1

di=vyi—Gi, i=l+1,1+2,...,n—1

Jikzdkﬂ-.K, k=1,...,K, j=0,1,...
J

di, =

=

Jia
1
Yy =y — S firi=k+j - Kmitk=1,..., K und
ji=0,1,...

Sk =dy — % | k=1,....K

-
I

Additives Komponentenmodell
Konstante Saisonfigur

Periodenléinge der Saisonfigur (z. B. K = 12 bei Mo-
natsdaten, K = 4 bei Quartalsdaten)

Gleitende Durchschnittswerte der Ordnung K mit
I = K/2 fiir gerades K und | = (K — 1)/2 fiir unge-
rades K

Trendbereinigte Reihe

Rohwert der Saisonzahl fiir die Saisonphase k, wobei
Ji, die Anzahl der zur Berechnung verfiigharen Werte
dy+j. i bezeichnet.!

Normierte Saisonzahl fiir Saisonphase k

Saisonbereinigte Zeitreihe

IDie in Mosler/Schmid (2009) verwendete Notation J* anstatt von Jy verdeutlicht nicht, dass J* mit k variiert.
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A.3 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

161

Symbol, Definition

Bedeutung

Q Ergebnismenge, sicheres Ereignis
w e N Ergebnis
AcCQ Ereignis
P(A) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A
P(0) Potenzmenge von Omega
ACPQ) Ereignissystem
0 leere Menge, unmdogliches Ereignis
A=\ A Komplementarereignis
P(A) def % = Anjzfnhzla%(fr dglrr nﬁj ggﬁélﬁgf%laﬁjue Klassische Wahrscheinlichkeit (nach Laplace)
P(A) >0 Axiom 1 (Nichtnegativitét)
PQ)=1 Axiom 2 (Normierung)
P(AUB)=P(A)+ P(B), falls AnB=10 Axiom 3 (Additivitét)
Ay, Ay, ... paarweise disjunkt = P <Ej Al-) = iP(Ai) Axiom 3’ (o-Additivitét)
= i=
P)=0 Wahrscheinlichkeit des unmdoglichen Ereignis-

ses

Wahrscheinlichkeit des Komplementérereig-
nisses

P(A\ B)=P(A)— P(ANB)

P(AUB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB)

P(BlA) & ZL08 mit P(A) >0 Bedingte Wahrscheinlichkeit
P(ANB)=P(A)P(B) A und B sind stochastisch unabhéngig
P(A;NAj)=P(A)P(4;), 4,j=1,....n, i#j Ay, As, ..., A, sind paarweise unabhingig
P(A;, NA,N...NA; )= P(A;,) P(A;,)-...- P(A;,) | A1, As,..., A, sind vollstindig unabhéngig
fiir jede Auswahl von m Indizes i1,...,4, € {1,...,n} mit

2<m<n

ANA =0, 4,5=1,....,n, i#}j A1, Ao, ..., A, sind paarweise disjunkt

Ay, As, ..., A, sind paarweise disjunkt und ), 4; = Q A, ..., A, bilden eine vollstindige Zerlegung

von )

o Fiir P(A) > 0 gilt

A und B unabhingig <= P(BJA) =

e Wenn die Ereignisse Ay, ...,

und fiir jedes Ereignis B gilt

P(B).

A, eine vollstindige Zerlegung von ) bilden, dann gilt
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e Formel (Satz) von der totalen Wahrscheinlichkeit

Wenn die A4, Ao, ..
gilt

P(B)

fiir jedes Ereignis B.

e Formel (Theorem) von Bayes
Wenn die Al, AQ, ..
gilt

P(Ai|B) =

fiir jedes Ereignis B mit P(B) > 0.

Zufallsvariablen und Verteilungen

., A,, eine vollstandige Zerlegung von Q mit P(4;) > 0 fiur i =1,

n

> P(B|A)P(A;)

i=1

., A, eine vollstindige Zerlegung von Q mit P(A4;) > 0 fiir i = 1,

P(B|A)P(4)
P(B|A;)P(4;)

=1

N

M=

j=1

...,n bilden, dann

...,n bilden, dann

Symbol, Definition Bedeutung

X Zufallsvariable

E[X] Erwartungswert von X
V[X] = E[(X — E[X])?] Varianz von X

o[X] = VV[X] Standardabweichung von X

Cov[X, Y] = E[(X — E[X])(Y - E[Y])]

Kovarianz von X und Y

X, Y
pxy = Corr[X,Y] = S(E;([]U’[Y]] Korrelation von X und Y
Fx(z)=P(X <z), z€eR Verteilungsfunktion von X

zp =min{z | Fx(z) >p}, 0<p<1 p-Quantil von X
Zo.5 Median
20.25, £0.5, £0.75 Quartile

E[Z] = a + bE[X

E[Z]

Es gelten die Verschiebungssitze

VIX] = E[X?] - (B[X])%,

aE[X] 4 bE[Y],

Fiir die lineare Transformation Z = a + bX gilt

I V[Z]=vV[X], o[Z] =[blo[X].

Fiir die Linearkombination Z = aX £ 0Y gilt

V[Z]

Cov]X,Y] = E[XY] — E[X]E[Y].

Fiir eine Zufallsvariable X mit o[X] > 0 ist

X =

die standardisierte Zufallsvariable. Fiir X gilt E[X] =0 und V[X] = 1.

a?V[X] % 2abCov[X, Y] + b?V[Y].
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Diskrete Zufallsvariablen
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Symbol, Definition

Bedeutung

fl&)=P(X=z), z€R

Wahrscheinlichkeitsfunktion

F(r)=P(X <z)= Z ft), zeR Verteilungsfunktion
t<z

Tx ¥ {z e R|f(z) > 0} Tréiger
E[X] = Z xf(z) Erwartungswert von X

x€Tx
E[g(X)] = Z g(x) f(z) Erwartungswert von g(X) mit g : R - R

z€Tx

VIX] = Z (z — E[X])*f (=) Varianz von X

zeTx

Spezielle diskrete Verteilungen

Verteilung, Symbol Wahrscheinlichkeitsfunktion | E[X] | V[X]
Binomialverteilung, (n) (1 —m)" ", nmw nm(l —7)
x
X ~B(n,m),0<r<1|xe€{0,1,2,...,n}
Bernoulliverteilung, (1 —m)' "z e {0,1} ™ (1 —m)
X~B(1,m),0<nr<1
U
Poisson-Verteilung, —'6_” z€{0,1,2,...} 1 1
x!
X ~ Poi(u), p>0
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Stetige Zufallsvariablen und Verteilungen

Symbol, Definition Bedeutung
o0
f(z)>0, zeR, [ flz)de=1 Dichtefunktion
Flz)=P(X <z)= [ f(t)dt, z€R Verteilungsfunktion
—o0

Es ist f(x) = F'(z) an allen Stellen, an denen F(zx)
differenzierbar ist.

“+o0
E[X] = / xf(x)dx Erwartungswert von X
=
E[g(X)] = / g(z) f(x)dx Erwartungswert von g(X) mit g : R - R
=
V[X] = / (z — B[X])? f(x)dz Varianz von X

Spezielle stetige Verteilungen

Verteilung, Symbol Dichtefunktion E[X] | V[X]
1 L2
Standard-Normalverteilung plx) = me_T, 0 1
X ~ N(0,1) reR
. . @—5V
Normalverteilung \/ﬂae 20 |l p o?
X ~ N(u,0%), p€R, 0% >0 re€R
Exponentialverteilung Ae A x>0 1 !
A A2
X ~ Exp(A), A >0
Rechteckverteilung 3 i o a<z<p a —; B | ;2a)2
X ~R(a,f),aeR, BeER, a<p

Faustregeln fiir Approximationen

Approximation von
e B(n,n) durch N(u,0?) mit g = nm und 02 = nr(1 — ), falls nw(1 —7) > 9,
e B(n,m) durch Poi(p) mit g = nm, falls 7 < 0.1, n > 50 und nw < 9,

e Poi(n) durch N(u,0?) mit 02 = p, falls u > 9.
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Symbol, Definition

Bedeutung

Gemeinsame Verteilung von zwei Zufallsvariablen

-FXY:IR2 — [Ovl]a FXY(‘rvy) :P(ng,ng)

Gemeinsame Verteilungsfunktion von X und Y

fXY : R2 — [0, 1],
fXY(xay) :P(X :x,Y:y)

Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion (diskrete
Verteilung) von X und YV

Yy x
fxy :R* =R, Fxy(z,y)= [ [ fxy(z,v)dzdv

Gemeinsame Dichtefunktion (stetige Verteilung) von
X und Y

E[XY] = sz:xjykP(X =x;,Y =yg)

Erwartungswert von XY fiir gemeinsame diskrete
Verteilung

E[Q(va)] = Z;g(xjvyk)P(X = ijY = yk)

Erwartungswert von g(X,Y) fiir gemeinsame diskre-
te Verteilung und ¢ : R> = R

+oo +o0
EXY])= [ [ ayfxv(z,y)dydx Erwartungswert von XY fiir gemeinsame stetige Ver-
To0 oo teilung
+o0 +oo
Eg(X. V)= [ [ g(zy) fxy(z y)dydx Erwartungswert von g(X,Y) fiir gemeinsame stetige

Verteilung und ¢ : R? — R

Fx(z) = yi_{gloFXY(l“,y)v zeR

Randverteilungsfunktion von X

PX=zx)=%,PX=zY=y), z€R

Randwahrscheinlichkeitsfunktion von X fiir gemein-
same diskrete Verteilung

fx(z) = +foofmv(:v,y)dy, zeR

—00

Randdichtefunktion von X fiir gemeinsame stetige
Verteilung

P X =zY =y)
P(Y:yk) ’

PX =z|Y =y) = reR

Bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion von X unter
der Bedingung Y = y, falls P(Y = yi) >0

_ fXY(xay)

fX|Y:y(I) = @) reR

Bedingte Dichtefunktion von X unter der Bedingung
Y =y, wobei fy(y) >0

Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y), zy€R

Unabhéngigkeit von X und Y (allgemein)

fXY(x7y):fX($)fY(y)7 $7yER

Unabhéngigkeit von X und Y (diskrete oder stetige
Verteilung)

Gemeinsame Verteilung von n Zufallsvariablen

Gemeinsame Verteilungsfunktion

Fx, . x,(x1,...,2n) = P(X1 <z1,...,Xp <)
fxi..x, :R" —[0,1], Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion (diskrete
fxioxo(@,...,zn) =P(Xi =21,..., X, = 24) Verteilung)
fxi.x, R" =R, Fx, . x,(z1,...,2n) Gemeinsame Dichtefunktion (stetige Verteilung)
Xy Tn
= | o fxoox, (b, ty)dt, L dty
Fx, :R — o0, Randverteilungsfunktion von X3
Fx,(z1)= lim --- lim Fx, _x,(21,2Z2,...,%n)

Lo —00 T, —>00

Fx, ..x,(@1,...,2n) = [] Fx,(z;)
=1

Unabhéngigkeit (allgemein)

le,...,Xn (951, s

) = I ()

2

Unabhingigkeit (diskrete oder stetige Verteilung)
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A.4 Schlielende Statistik

Symbol Bedeutung
o(x) Dichtefunktion der Standard-Normalverteilung
P(z) = [ o(u)du Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung
Up p-Quantil (p-Fraktil) der Standard-Normalverteilung
tup p-Quantil einer t-Verteilung mit v Freiheitsgraden
x?,’p p-Quantil einer x2-Verteilung mit v Freiheitsgraden
Eromp p-Quantil einer F-Verteilung mit n und m Freiheits-
graden
Punktschitzung

0 Zu schitzender Parameter
© Zugelassener Parameterraum, 6 € ©
0(x1,. .. 20) Schétzwert fiir 6
6 = é(Xl, e X)) Schétzfunktion, Schéitzer fiir 0
E[f] = 6 fiir alle § € © Erwartungstreuer oder unverzerrter Schétzer fiir 6

1o .
g2 def 2 Z(Xi - X)? Schiitzer fiir die Varianz o2

"o

o 1 S - N

g2 def 2:(Xz - X)? korrigierter, erwartungstreuer Schétzer fiir die Vari-

n—14 2

i=1 anz o
S sz gr A /g2 Schiitzer fiir die Standardabweichung o
Intervallschitzung
X Fui-g g Konfidenzintervall fiir g, normalverteilte Grundge-
vn samtheit, 02 bekannt
> S > " . y .
XF th—1,1-2 =XF tn—1,1-2 Konfidenzintervall fiir g, normalverteilte Grundge-
-1 vn samtheit, o2 unbekannt
S? S —1)5*2 —1)5*2
l n , i = l(rg ) , (n 5 ) Konfidenzintervall fiir o2, normalverteilte Grundge-
Xn-11-% Xn-1% Xn-11-5 Xn-1,% samtheit, p unbekannt
(1l —7) . . . L
TFul-g Approximatives Konfidenzintervall fiir eine Wahr-
scheinlichkeit m
X Fui-g a Approximatives Konfidenzintervall fiir p, beliebige
v Grundgesamtheit, o bekannt

> S L . . o
X Fui-g Approximatives Konfidenzintervall fiir u, beliebige

z Grundgesamtheit, o unbekannt
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Testverfahren

e Die Nullhypothese Hy : 6 € ©y wird zugunsten der Gegenhypothese H; : § € ©; abgelehnt, falls
die PriifgréB8e (Testgrofie, Testfunktion) T im kritischen Bereich (Verwerfungsbereich, Ablehn-
bereich) K liegt. Es gilt ©g N ©; = ().

e Ein Test zum vorgegebenen Signifikanzniveau « erfiillt P(T € K||0) < « fiir alle § € ©¢. Im Fall einer
einfachen Nullhypothese Hy : 8 = 0 gilt in der Regel P(T € K||0y) = «. Im Fall einer zusammengesetz-

ten Nullhypothese gilt in der Regel max P(T € K||0) = « oder sup P(T € K||0) = .
[ASSH) €0

GauB3-Test Normalverteilte Grundgesamtheit, o2 bekannt.

- H, H, Hy wird abgelehnt, falls
T:X*uo\/ﬁ {1 = Ho pw# po | |T]>ui—g
o p=pooder p>po | p<po | T <-ui_q
pw=ypooder p<pg | pp>po | T >ui_q

e Approximativer Gau-Test bei nicht normalverteilter Grundgesamtheit; Faustregel: n > 40.

e Approximativer Gauf-Test bei nicht normalverteilter Grundgesamtheit und geschéitzter Varianz; o wird
durch S ersetzt; Faustregel: n > 40.

t-Test Normalverteilte Grundgesamtheit, 02 unbekannt.

- - Hy H; Hy wird abgelehnt, falls
X — o X—po /— | p=po pFpo | T >th-11-g
T = n = n— 1, ’ 2
S vn S p=pooder pp>po | p<po | T <—tph-1,1-qa
p=pooder p <o | p>po | T>tn11-0a

Zweistichproben-Gauf3-Test Zwei normalverteilte Grundgesamtheiten, 0% und o bekannt, unabhiingige
Stichproben.

H, H, Hy wird abgelehnt, falls
X-Y wX = fy px #py | |T|>ui-g
px = py oder ux > py | px <py | T < —ui—q
px = py oder ux <py | ux > py | T > ui—q

T =
2
Ix
n

+
3k

e Approximativer Zweistichproben-Gauf3-Test bei nicht normalverteilter Grundgesamtheit; Faustregel: m >
40 und n > 40.

e Approximativer Zweistichproben-Gauf}-Test bei nicht normalverteilter Grundgesamtheit und geschitzten
Varianzen; 0% wird durch S% und 0% wird durch S% ersetzt; Faustregel: m > 40 und n > 40.

Zweistichproben-t-Test Zwei normalverteilte Grundgesamtheiten, 0% und 0% unbekannt, 0% = 0%, un-
abhéngige Stichproben.

T - nm(n+m — 2) X-Y
n+m V(I =1)S2 + (m — 1)53?
H, H, Hy wird abgelehnt, falls
px = py px #Fpy | |T| > thim—21-2

px = py oder pux > py | px <py | T < —tpym-21-a
px = py oder pux < py | px > py | T >thpm—21-a

Differenzentest fiir verbundene Stichproben (¢-Differenzentest) Unabhingige und normalverteilte

Differenzen D; = X; — Y; fiir i = 1,...,n, up = E[X;] - E[Y;], D = % > D;, Sp = \/% S (D — D)2 .
i=1

- H, H,q Hy wird abgelehnt, falls
D — po 1D = o up # po | [T >tp_11-«
T= Vn—1 n—1,1-%
Sp pp = po oder up > po | pup < po | T < —tp-11-0
pp = po oder pup < po | pp > po | T'>tn-11-0a
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Test fiir eine Varianz 0> Normalverteilte Grundgesamtheit.

H, H; Hy wird abgelehnt, falls
T (n—1)8* nS* | o” =05 o?#0f | T<Xp_1,g0der T>xp 1 o
o} o} o2=0c2odero?>o} |02 <ol | T< x%_La
o2=02odero? <02 | o?>02 | T > X%_M_a

Vergleich zweier Varianzen % und 0% Zwei normalverteilte Grundgesamtheiten, unabhéingige Stich-
proben vom Umfang n bzw. m.

Hy H, Hy wird abgelehnt, falls
*2 2 2 2 2
T— SX Ox = 0y Ox 7& Oy T< Fn—l,m—l,% oder T > Fn—l,m—l,l—%
= 2 2 2 2 2 2
S | ox =0y oderoy >0y | 0% <oy | T<Fu 1m 1a
0% =03 oder 0% < 0% | 0% > 0% | T > Fu-1m—-11-0a

Test fiir eine Wahrscheinlichkeit 7 Approximativer Test, Faustregel: nmo(1 — m) > 9. # = X
Anteilswert in der Stichprobe X3, ..., X, i B(1,n).

ist der

Hy H; Hy wird abgelehnt, falls
T— T — o — | m=m T#mo | [T]>u1-g
mo(1 — 7o) m=mgodermt>my | T<my | T < —Ui_q
T=mgodert<my | T>my | T > ui_qn

Vergleich zweier Wahrscheinlichkeiten 7x und 7y #x = X und #y = Y sind die Anteilswerte der un-
abhéingigen Stichproben X1,..., X, - B(l,7x)und Y3,...,Y,, e B(1,7y). Faustregel fiir die Anwendung
ner(l — ﬁx) > 9 und mﬁ'y(l — ﬁ'y) > 9.

H H, Hy wird abgelehnt, falls
T— Tx — Ty T =Ty 7T7A7T() |T| >u1,%
\/ﬁx(kﬁx) L Av(—dy) | X =Ty oder mx > 7wy | mx <7y | T < —ui_q
n m nx =7y oder mxy <my | nx >7y | T > uj_q

x?-Anpassungstest Hy: F = Fy, H, : F # Fy; Fy ist eine hypothetische Verteilung.

J
Tz(ijT;Wj)z _ Z]\ﬁ —n

nm,;
j=1 j=1""

N;: absolute Haufigkeit

m; :  Wahrscheinlichkeit fiir das j-te Intervall, falls Hy richtig ist
n: Stichprobenumfang

J: Anzahl der disjunkten Intervalle

Hy wird abgelehnt, falls T' > X%—l,l—a .

Faustregel fiir Anwendung: nm; > 5 fir j =1,...,J.

Werden r unbekannte Parameter aus der Verteilung der Haufigkeiten Nip,..., N; mit Hilfe der Maximum-
Likelihood-Methodik geschétzt, so ist der kritische Wert x%flfmfa anstatt X?Iﬂ,ka
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x2-Unabhiingigkeitstest Hy: X und Y sind unabhiingig; H; : X und Y sind abhingig

j=1k=1 j=1k= 1

Anzahl der Intervalle fiir die Zufallsvariable X
Anzahl der Intervalle fiir die Zufallsvariable Y

absolute Hiufigkeit
J K
= > > N,; Stichprobenumfang
ji/'l I]c\?l
Lef gLk Schétzer fiir die erwartete Haufigkeit bei Unabhéngigkeit
n
K
LT N Randhéufigkeit
k=1
def < " .
= > Nj Randh&ufigkeit
j=1

Hjy wird abgelehnt, falls T > X%J—l)(Kfl),lf

Faustregel fir Anwendung: 7, > 5 fir j=1,...,Jund k=1,..., K.

p-Wert und Testdurchfithrung am Beispiel des Gaufltests
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Eine Realisation ¢ von T wird beobachtet. Der p-Wert wird mit Hilfe von ¢ berechnet. Hy wird abgelehnt, falls

p <.
Hy H, p-Wert berechnet aus ¢
B = fio p# po | p=PAT > |t| [|po) = 2P(T > |t| ||po0)
pr=pooder p>po | p<po | p=P(T <t||no)
= po oder pp < g | p>po | p=P(T" > t]|po)

Asymptotische Statistik

Eine Folge von Zufallsvariablen X7, X3, ... konvergiert nach Wahrscheinlichkeit gegen ¢, notiert als

plim X,, = ¢, falls
n—oo

lim P(|X, —c|>¢)=0 fiirallee>0.

n—oo

Das (schwache) Gesetz der groflen Zahlen besagt, dass fiir X; i.i.d. mit E[X;] = u die Folge der

Mittelwerte

nach Wahrscheinlichkeit gegen u konvergiert, d. h. plim X,, = u

n—oo
Der zentrale Grenzwertsatz der Statistik besagt, dass fiir X; i.i.d. mit E[X;] = g und
V[X;] = 0? < oo die Verteilung der standardisierten Summen bzw. Mittelwerte

> Xi—np
e 1= Xn -
y, % =t - i
no? o

gegen die Standard-Normalverteilung konvergiert,

lim P(Y, <z)=®(z), zcR.

n—o0

Eine Folge él(Xl), ég(Xl,Xg), ce én(Xl, .oy Xpn),. .. von Schitzern heifit konsistent fiir 6, falls die

Folge 0,, nach Wahrscheinlichkeit gegen 6 konvergiert.



170 ANHANG A. FORMELSAMMLUNG

A.5 Tabellen

Tabelle 1: Verteilungsfunktion der Binomialverteilung

Tabelliert sind die Werte P(X < z) fiir X ~ B(n, ). Es gilt P(X <n)=1.

s

0.01 | 0.05 | 0.10 | 0.15 | 0.20 | 0.30 | 0.40 | 0.50

0.990 | 0.950 | 0.900 | 0.850 | 0.800 | 0.700 | 0.600 | 0.500
0.980 | 0.903 | 0.810 | 0.723 | 0.640 | 0.490 | 0.360 | 0.250
1.000 | 0.998 | 0.990 | 0.978 | 0.960 | 0.910 | 0.840 | 0.750
0.970 | 0.857 | 0.729 | 0.614 | 0.512 | 0.343 | 0.216 | 0.125
1.000 | 0.993 | 0.972 | 0.939 | 0.896 | 0.784 | 0.648 | 0.500
1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.997 | 0.992 | 0.973 | 0.936 | 0.875
0.961 | 0.815 | 0.656 | 0.522 | 0.410 | 0.240 | 0.130 | 0.063
0.999 | 0.986 | 0.948 | 0.890 | 0.819 | 0.652 | 0.475 | 0.313
1.000 | 1.000 | 0.996 | 0.988 | 0.973 | 0.916 | 0.821 | 0.688
1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.998 | 0.992 | 0.974 | 0.938
0.951 | 0.774 | 0.590 | 0.444 | 0.328 | 0.168 | 0.078 | 0.031
0.999 | 0.977 | 0.919 | 0.835 | 0.737 | 0.528 | 0.337 | 0.188
1.000 | 0.999 | 0.991 | 0.973 | 0.942 | 0.837 | 0.683 | 0.500
1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.993 | 0.969 | 0.913 | 0.813
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.990 | 0.969
0.941 | 0.735 | 0.531 | 0.377 | 0.262 | 0.118 | 0.047 | 0.016
0.999 | 0.967 | 0.886 | 0.776 | 0.655 | 0.420 | 0.233 | 0.109
1.000 | 0.998 | 0.984 | 0.953 | 0.901 | 0.744 | 0.544 | 0.344
1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.994 | 0.983 | 0.930 | 0.821 | 0.656
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.989 | 0.959 | 0.891
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.984
0.904 | 0.599 | 0.349 | 0.197 | 0.107 | 0.028 | 0.006 | 0.001
0.996 | 0.914 | 0.736 | 0.544 | 0.376 | 0.149 | 0.046 | 0.011
1.000 | 0.988 | 0.930 | 0.820 | 0.678 | 0.383 | 0.167 | 0.055
1.000 | 0.999 | 0.987 | 0.950 | 0.879 | 0.650 | 0.382 | 0.172
1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.990 | 0.967 | 0.850 | 0.633 | 0.377
1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.994 | 0.953 | 0.834 | 0.623
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.989 | 0.945 | 0.828
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.988 | 0.945
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.989
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999
0.818 | 0.358 | 0.122 | 0.039 | 0.012 | 0.001 | 0.000 | 0.000
0.983 | 0.736 | 0.392 | 0.176 | 0.069 | 0.008 | 0.001 | 0.000
0.999 | 0.925 | 0.677 | 0.405 | 0.206 | 0.035 | 0.004 | 0.000
1.000 | 0.984 | 0.867 | 0.648 | 0.411 | 0.107 | 0.016 | 0.001
1.000 | 0.997 | 0.957 | 0.830 | 0.630 | 0.238 | 0.051 | 0.006
1.000 | 1.000 | 0.989 | 0.933 | 0.804 | 0.416 | 0.126 | 0.021
1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.978 | 0.913 | 0.608 | 0.250 | 0.058
1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.994 | 0.968 | 0.772 | 0.416 | 0.132
1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.990 | 0.887 | 0.596 | 0.252
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.952 | 0.755 | 0.412
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.983 | 0.872 | 0.588
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.995 | 0.943 | 0.748
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.979 | 0.868
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.994 | 0.942
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.979
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.994
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
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Tabelliert sind die Werte P(X < z) fiir X ~ Poi(u). Hinweis: Héufig wird der Parameter der Poisson-
Verteilung auch mit \ bezeichnet.

"
2 || 0.001 | 0.005 | 0.010 | 0.015 | 0.020 | 0.025 | 0.030 | 0.035 | 0.040 | 0.045 | 0.050 | 0.055
0 ][ 0.999 [ 0.995 [ 0.990 | 0.985 | 0.980 | 0.975 | 0.970 | 0.966 | 0.961 | 0.956 | 0.951 | 0.946
1| 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.999 | 0.999 | 0.999 | 0.999
2 || 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
3 || 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
4 || 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
"
2 || 0.060 | 0.065 | 0.070 | 0.075 [ 0.080 | 0.085 | 0.090 | 0.095 | 0.100 | 0.200 | 0.300 | 0.400
0 [ 0.942 | 0.937 [ 0.932 [ 0.928 | 0.923 | 0.919 | 0.914 | 0.909 | 0.905 | 0.819 | 0.741 | 0.670
1 || 0.998 | 0.998 | 0.998 | 0.997 | 0.997 | 0.997 | 0.996 | 0.996 | 0.995 | 0.982 | 0.963 | 0.938
2 || 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.992
3 || 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999
4 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
5 || 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
I
z| 05 ] 06 | 07 ] 08 | 09 | 10| 12| 14 ] 16 | 18 | 20
0 0.607 | 0549 | 0.497 | 0.449 [ 0.407 | 0.368 | 0.301 | 0.247 | 0.202 | 0.165 | 0.135
1] 0910 | 0878 | 0844 | 0.809 | 0.772 | 0.736 | 0.663 | 0.592 | 0.525 | 0.463 | 0.406
2 || 0.98 | 0977 | 0.966 | 0.953 | 0.937 | 0.920 | 0.879 | 0.833 | 0.783 | 0.731 | 0.677
31| 0.998 | 0997 | 0.994 | 0.991 | 0.987 | 0.981 | 0.966 | 0.946 | 0.921 | 0.891 | 0.857
4| 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.999 | 0.998 | 0.996 | 0.992 | 0.986 | 0.976 | 0.964 | 0.947
5| 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.998 | 0.997 | 0.994 | 0.990 | 0.983
6 || 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.999 | 0.997 | 0.995
7| 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.999
8 || 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
"
z || 25 | 30 ] 35| 40 | 45 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100
0 [ 0.082 0.050 | 0.030 | 0.018 | 0.011 [ 0.007 | 0.002 [ 0.00L [ 0.000 | 0.000 | 0.000
1| 0287 | 0.199 | 0.136 | 0.092 | 0.061 | 0.040 | 0.017 | 0.007 | 0.003 | 0.001 | 0.000
2 | 0544 | 0423 | 0321 | 0238 | 0174 | 0.125| 0.062 | 0.030 | 0.014 | 0.006 | 0.003
3 | 0758 | 0.647 | 0.537 | 0433 | 0.342 | 0.265 | 0.151 | 0.082 | 0.042 | 0.021 | 0.010
4 || 0891 | 0815 | 0.725 | 0.629 | 0.532 | 0.440 | 0.285 | 0.173 | 0.100 | 0.055 | 0.029
5 0958 | 0916 | 0.858 | 0.785 | 0.703 | 0.616 | 0.446 | 0.301 | 0.191 | 0.116 | 0.067
6 | 0.986 | 0.966 | 0.935| 0.889 | 0.831 | 0.762 | 0.606 | 0.450 | 0.313 | 0.207 | 0.130
7 | 0996 | 0988 | 0973 | 0.949 | 0.913 | 0.867 | 0.744 | 0.599 | 0.453 | 0.324 | 0.220
8 | 0999 | 0996 | 0.990 | 0.979 | 0.960 | 0.932 | 0.847 | 0.729 | 0.593 | 0.456 | 0.333
9 | 1.000 | 0.999 | 0.997 | 0.992 | 0.983 | 0.968 | 0.916 | 0.830 | 0.717 | 0.587 | 0.458
10 || 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.997 | 0.993 | 0.986 | 0.957 | 0.901 | 0.816 | 0.706 | 0.583
11| 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.998 | 0.995 | 0.980 | 0.947 | 0.888 | 0.803 | 0.697
12 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.998 | 0.991 | 0.973 | 0.936 | 0.876 | 0.792
13 || 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.987 | 0.966 | 0.926 | 0.864
14 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.994 | 0.983 | 0.959 | 0.917
15 || 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.998 | 0.992 | 0.978 | 0.951
16 || 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.989 | 0.973
17 || 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.995 | 0.986
18 || 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.998 | 0.993
19 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.997
20 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998
21 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999
22 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
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Tabelle 3: Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung

Tabelliert sind die Werte ®(u) = P(U < u) fiir U ~ N(0,1). Der Wert von u ergibt sich aus der Summe der
jeweiligen Werte in der ersten Zeile und ersten Spalte. Beispiel: 0.1 4+ 0.02 = 0.12 und ®(0.12) = 0.5478. Es

gilt ®(—u) =1 — ®(u). Fiir die Quantile u, = ®~(p) gilt u1_p, = —u,.

(v [ 000 [001L [0.02 [003 [004 [005 0.06 | 007 [ 008 [ 0.09

0.0 || 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 | 0.5359
0.1 || 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5753
0.2 0.5793 | 0.5832 | 0.5871 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 0.6103 | 0.6141
0.3 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 | 0.6517
0.4 || 0.6554 | 0.6591 | 0.6628 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.6844 | 0.6879
0.5 0.6915 | 0.6950 | 0.6985 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224
0.6 0.7257 | 0.7291 | 0.7324 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7549
0.7 || 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 0.7673 | 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852
0.8 0.7881 | 0.7910 | 0.7939 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.8133
0.9 0.8159 | 0.8186 | 0.8212 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389
1.0 || 0.8413 | 0.8438 | 0.8461 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621
1.1 0.8643 | 0.8665 | 0.8686 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8830
1.2 0.8849 | 0.8869 | 0.8888 0.8907 | 0.8925 | 0.8944 | 0.8962 | 0.8980 | 0.8997 | 0.9015
1.3 0.9032 | 0.9049 | 0.9066 0.9082 | 0.9099 | 0.9115 | 0.9131 | 0.9147 | 0.9162 | 0.9177
1.4 | 0.9192 | 0.9207 | 0.9222 0.9236 | 0.9251 | 0.9265 | 0.9279 | 0.9292 | 0.9306 | 0.9319
1.5 0.9332 | 0.9345 | 0.9357 | 0.9370 | 0.9382 | 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 | 0.9429 | 0.9441
1.6 0.9452 | 0.9463 | 0.9474 0.9484 | 0.9495 | 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545
1.7 || 0.9554 | 0.9564 | 0.9573 0.9582 | 0.9591 | 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633
1.8 0.9641 | 0.9649 | 0.9656 0.9664 | 0.9671 | 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 | 0.9699 | 0.9706
1.9 0.9713 | 0.9719 | 0.9726 0.9732 | 0.9738 | 0.9744 | 0.9750 | 0.9756 | 0.9761 | 0.9767
2.0 || 0.9772 | 0.9778 | 0.9783 0.9788 | 0.9793 | 0.9798 | 0.9803 | 0.9808 | 0.9812 | 0.9817
2.1 0.9821 | 0.9826 | 0.9830 0.9834 | 0.9838 | 0.9842 | 0.9846 | 0.9850 | 0.9854 | 0.9857
2.2 0.9861 | 0.9864 | 0.9868 0.9871 | 0.9875 | 0.9878 | 0.9881 | 0.9884 | 0.9887 | 0.9890
2.3 0.9893 | 0.9896 | 0.9898 0.9901 | 0.9904 | 0.9906 | 0.9909 | 0.9911 | 0.9913 | 0.9916
24 || 0.9918 | 0.9920 | 0.9922 0.9925 | 0.9927 | 0.9929 | 0.9931 | 0.9932 | 0.9934 | 0.9936
2.5 0.9938 | 0.9940 | 0.9941 0.9943 | 0.9945 | 0.9946 | 0.9948 | 0.9949 | 0.9951 | 0.9952
2.6 0.9953 | 0.9955 | 0.9956 0.9957 | 0.9959 | 0.9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0.9963 | 0.9964
2.7 || 0.9965 | 0.9966 | 0.9967 | 0.9968 | 0.9969 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9972 | 0.9973 | 0.9974
2.8 0.9974 | 0.9975 | 0.9976 0.9977 | 0.9977 | 0.9978 | 0.9979 | 0.9979 | 0.9980 | 0.9981
2.9 0.9981 | 0.9982 | 0.9982 0.9983 | 0.9984 | 0.9984 | 0.9985 | 0.9985 | 0.9986 | 0.9986
3.0 || 0.9987 | 0.9987 | 0.9987 | 0.9988 | 0.9988 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9990 | 0.9990

Einige hdufig verwendete Quantile der Standardnormalverteilung:
p || 0.950 | 0.975 | 0.990 | 0.995
up || 1.645 | 1.960 | 2.326 | 2.576
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Tabelliert sind p-Quantile ¢, , einer ¢-Verteilung mit v Freiheitsgraden. Fiir v — oo ergeben sich die Quantile

einer Standard-Normalverteilung. Es gilt ¢, 1), =

—t

v,p-
p
v 0.995 0.990 0.975 0.950 0.925 0.900 0.750
1 63.66 31.82 12.71 6.314 4.165 3.078 1.000
2 9.925 6.965 4.303 2.920 2.282 1.886 0.816
3 5.841 4.541 3.182 2.353 1.924 1.638 0.765
4 4.604 3.747 2.776 2.132 1.778 1.533 0.741
5 4.032 3.365 2.571 2.015 1.699 1.476 0.727
6 3.707 3.143 2.447 1.943 1.650 1.440 0.718
7 3.499 2.998 2.365 1.895 1.617 1.415 0.711
8 3.355 2.896 2.306 1.860 1.592 1.397 0.706
9 3.250 2.821 2.262 1.833 1.574 1.383 0.703
10 3.169 2.764 2.228 1.812 1.559 1.372 0.700
11 3.106 2.718 2.201 1.796 1.548 1.363 0.697
12 3.055 2.681 2.179 1.782 1.538 1.356 0.695
13 3.012 2.650 2.160 1.771 1.530 1.350 0.694
14 2.977 2.624 2.145 1.761 1.523 1.345 0.692
15 2.947 2.602 2.131 1.753 1.517 1.341 0.691
16 2.921 2.583 2.120 1.746 1.512 1.337 0.690
17 2.898 2.567 2.110 1.740 1.508 1.333 0.689
18 2.878 2.552 2.101 1.734 1.504 1.330 0.688
19 2.861 2.539 2.093 1.729 1.500 1.328 0.688
20 2.845 2.528 2.086 1.725 1.497 1.325 0.687
21 2.831 2.518 2.080 1.721 1.494 1.323 0.686
22 2.819 2.508 2.074 1.717 1.492 1.321 0.686
23 2.807 2.500 2.069 1.714 1.489 1.319 0.685
24 2.797 2.492 2.064 1.711 1.487 1.318 0.685
25 2.787 2.485 2.060 1.708 1.485 1.316 0.684
26 2.779 2.479 2.056 1.706 1.483 1.315 0.684
27 2.771 2.473 2.052 1.703 1.482 1.314 0.684
28 2.763 2.467 2.048 1.701 1.480 1.313 0.683
29 2.756 2.462 2.045 1.699 1.479 1.311 0.683
30 2.750 2.457 2.042 1.697 1.477 1.310 0.683
31 2.744 2.453 2.040 1.696 1.476 1.309 0.682
32 2.738 2.449 2.037 1.694 1.475 1.309 0.682
33 2.733 2.445 2.035 1.692 1.474 1.308 0.682
34 2.728 2.441 2.032 1.691 1.473 1.307 0.682
35 2.724 2.438 2.030 1.690 1.472 1.306 0.682
36 2.719 2.434 2.028 1.688 1.471 1.306 0.681
37 2.715 2.431 2.026 1.687 1.470 1.305 0.681
38 2.711 2.429 2.024 1.686 1.469 1.304 0.681
39 2.708 2.426 2.023 1.685 1.468 1.304 0.681
40 2.704 2.423 2.021 1.684 1.468 1.303 0.681
50 2.678 2.403 2.009 1.676 1.462 1.299 0.679
60 2.660 2.390 2.000 1.671 1.458 1.296 0.679
70 2.648 2.381 1.994 1.667 1.456 1.294 0.678
80 2.639 2.374 1.990 1.664 1.453 1.292 0.678
90 2.632 2.368 1.987 1.662 1.452 1.291 0.677
100 2.626 2.364 1.984 1.660 1.451 1.290 0.677
150 2.609 2.351 1.976 1.655 1.447 1.287 0.676
200 2.601 2.345 1.972 1.653 1.445 1.286 0.676
300 2.592 2.339 1.968 1.650 1.443 1.284 0.675
400 2.588 2.336 1.966 1.649 1.442 1.284 0.675
600 2.584 2.333 1.964 1.647 1.441 1.283 0.675
800 2.582 2.331 1.963 1.647 1.441 1.283 0.675
1000 2.581 2.330 1.962 1.646 1.441 1.282 0.675
00 2.576 2.326 1.960 1.645 1.440 1.282 0.674
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Tabelliert sind p-Quantile x2 , einer y*-Verteilung mit v Freiheitsgraden.

p
0.995 | 0.990 | 0.975 | 0.950 | 0.900 | 0.750 | 0.500 | 0.250 | 0.100 | 0.050 | 0.025 | 0.010 | 0.005

v
1 7.879 | 6.635 | 5.024 | 3.841 | 2.706 | 1.323 | 0.455 | 0.102 | 0.016 | 0.004 | 0.001 | 0.000 | 0.000
2 10.60 | 9.210 | 7.378 | 5.991 | 4.605 | 2.773 | 1.386 | 0.575 | 0.211 | 0.103 | 0.051 | 0.020 | 0.010
3 12.84 | 11.34 | 9.348 | 7.815 | 6.251 | 4.108 | 2.366 | 1.213 | 0.584 | 0.352 | 0.216 | 0.115 | 0.072
4 14.86 | 13.28 | 11.14 | 9.488 | 7.779 | 5.385 | 3.357 | 1.923 | 1.064 | 0.711 | 0.484 | 0.297 | 0.207
5 16.75 | 15.09 | 12.83 | 11.07 | 9.236 | 6.626 | 4.351 | 2.675 | 1.610 | 1.145 | 0.831 | 0.554 | 0.412
6 18.55 | 16.81 | 14.45 | 12.59 | 10.64 | 7.841 | 5.348 | 3.455 | 2.204 | 1.635 | 1.237 | 0.872 | 0.676
7 20.28 | 18.48 | 16.01 | 14.07 | 12.02 | 9.037 | 6.346 | 4.255 | 2.833 | 2.167 | 1.690 | 1.239 | 0.989
8 21.95 | 20.09 | 17.53 | 15.51 | 13.36 | 10.22 | 7.344 | 5.071 | 3.490 | 2.733 | 2.180 | 1.647 | 1.344
9 23.59 | 21.67 | 19.02 | 16.92 | 14.68 | 11.39 | 8.343 | 5.899 | 4.168 | 3.325 | 2.700 | 2.088 | 1.735
10 25.19 | 23.21 | 20.48 | 18.31 | 15.99 | 12.55 | 9.342 | 6.737 | 4.865 | 3.940 | 3.247 | 2.558 | 2.156
11 26.76 | 24.73 | 21.92 | 19.68 | 17.28 | 13.70 | 10.34 | 7.584 | 5.578 | 4.575 | 3.816 | 3.053 | 2.603
12 28.30 | 26.22 | 23.34 | 21.03 | 18.55 | 14.85 | 11.34 | 8.438 | 6.304 | 5.226 | 4.404 | 3.571 | 3.074
13 29.82 | 27.69 | 24.74 | 22.36 | 19.81 | 15.98 | 12.34 | 9.299 | 7.041 | 5.892 | 5.009 | 4.107 | 3.565
14 31.32 | 29.14 | 26.12 | 23.68 | 21.06 | 17.12 | 13.34 | 10.17 | 7.790 | 6.571 | 5.629 | 4.660 | 4.075
15 32.80 | 30.58 | 27.49 | 25.00 | 22.31 | 18.25 | 14.34 | 11.04 | 8.547 | 7.261 | 6.262 | 5.229 | 4.601
16 34.27 | 32.00 | 28.85 | 26.30 | 23.54 | 19.37 | 15.34 | 11.91 | 9.312 | 7.962 | 6.908 | 5.812 | 5.142
17 35.72 | 33.41 | 30.19 | 27.59 | 24.77 | 2049 | 16.34 | 12.79 | 10.09 | 8.672 | 7.564 | 6.408 | 5.697
18 37.16 | 34.81 | 31.53 | 28.87 | 25.99 | 21.60 | 17.34 | 13.68 | 10.86 | 9.390 | 8.231 | 7.015 | 6.265
19 38.58 | 36.19 | 32.85 | 30.14 | 27.20 | 22.72 | 18.34 | 14.56 | 11.65 | 10.12 | 8.907 | 7.633 | 6.844
20 40.00 | 37.57 | 34.17 | 31.41 | 28.41 | 23.83 | 19.34 | 15.45 | 12.44 | 10.85 | 9.591 | 8.260 | 7.434
21 41.40 | 38.93 | 35.48 | 32.67 | 29.62 | 24.93 | 20.34 | 16.34 | 13.24 | 11.59 | 10.28 | 8.897 | 8.034
22 42.80 | 40.29 | 36.78 | 33.92 | 30.81 | 26.04 | 21.34 | 17.24 | 14.04 | 12.34 | 10.98 | 9.542 | 8.643
23 44.18 | 41.64 | 38.08 | 35.17 | 32.01 | 27.14 | 22.34 | 18.14 | 14.85 | 13.09 | 11.69 | 10.20 | 9.260
24 45.56 | 42.98 | 39.36 | 36.42 | 33.20 | 28.24 | 23.34 | 19.04 | 15.66 | 13.85 | 12.40 | 10.86 | 9.886
25 46.93 | 44.31 | 40.65 | 37.65 | 34.38 | 29.34 | 24.34 | 19.94 | 16.47 | 14.61 | 13.12 | 11.52 | 10.52
26 48.29 | 45.64 | 41.92 | 38.89 | 35.56 | 30.43 | 25.34 | 20.84 | 17.29 | 15.38 | 13.84 | 12.20 | 11.16
27 49.65 | 46.96 | 43.19 | 40.11 | 36.74 | 31.53 | 26.34 | 21.75 | 18.11 | 16.15 | 14.57 | 12.88 | 11.81
28 50.99 | 48.28 | 44.46 | 41.34 | 37.92 | 32.62 | 27.34 | 22.66 | 18.94 | 16.93 | 15.31 | 13.56 | 12.46
29 52.34 | 49.59 | 45.72 | 42.56 | 39.09 | 33.71 | 28.34 | 23.57 | 19.77 | 17.71 | 16.05 | 14.26 | 13.12
30 53.67 | 50.89 | 46.98 | 43.77 | 40.26 | 34.80 | 29.34 | 24.48 | 20.60 | 18.49 | 16.79 | 14.95 | 13.79
40 66.77 | 63.69 | 59.34 | 55.76 | 51.81 | 45.62 | 39.34 | 33.66 | 29.05 | 26.51 | 24.43 | 22.16 | 20.71
50 79.49 | 76.15 | 71.42 | 67.50 | 63.17 | 56.33 | 49.33 | 42.94 | 37.69 | 34.76 | 32.36 | 29.71 | 27.99
60 91.95 | 88.38 | 83.30 | 79.08 | 74.40 | 66.98 | 59.33 | 52.29 | 46.46 | 43.19 | 40.48 | 37.48 | 35.53
70 104.2 | 100.4 | 95.02 | 90.53 | 85.53 | 77.58 | 69.33 | 61.70 | 55.33 | 51.74 | 48.76 | 45.44 | 43.28
80 116.3 | 112.3 | 106.6 | 101.9 | 96.58 | 88.13 | 79.33 | 71.14 | 64.28 | 60.39 | 57.15 | 53.54 | 51.17
90 128.3 | 124.1 | 118.1 | 113.1 | 107.6 | 98.65 | 89.33 | 80.62 | 73.29 | 69.13 | 65.65 | 61.75 | 59.20

100 || 140.2 | 135.8 | 129.6 | 124.3 | 118.5 | 109.1 | 99.33 | 90.13 | 82.36 | 77.93 | 74.22 | 70.06 | 67.33

150 || 198.4 | 193.2 | 185.8 | 179.6 | 172.6 | 161.3 | 149.3 | 138.0 | 128.3 | 122.7 | 118.0 | 112.7 | 109.1

200 || 255.3 | 249.4 | 241.1 | 234.0 | 226.0 | 213.1 | 199.3 | 186.2 | 174.8 | 168.3 | 162.7 | 156.4 | 152.2

250 || 311.3 | 304.9 | 295.7 | 287.9 | 279.1 | 264.7 | 249.3 | 234.6 | 221.8 | 214.4 | 208.1 | 200.9 | 196.2

300 || 366.8 | 359.9 | 349.9 | 341.4 | 331.8 | 316.1 | 299.3 | 283.1 | 269.1 | 260.9 | 253.9 | 246.0 | 240.7

400 || 476.6 | 468.7 | 457.3 | 447.6 | 436.6 | 418.7 | 399.3 | 380.6 | 364.2 | 354.6 | 346.5 | 337.2 | 330.9

600 || 693.0 | 683.5 | 669.8 | 658.1 | 644.8 | 623.0 | 599.3 | 576.3 | 556.1 | 544.2 | 534.0 | 522.4 | 514.5

800 || 906.8 | 896.0 | 880.3 | 866.9 | 851.7 | 826.6 | 799.3 | 772.7 | 749.2 | 735.4 | 723.5 | 709.9 | 700.7

1000 || 1119 | 1107 | 1090 | 1075 | 1058 | 1030 | 999.3 | 969.5 | 943.1 | 927.6 | 914.3 | 898.9 | 888.6
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Tabelle 6: Quantile der F'-Verteilung
Tabelliert sind p-Quantile F}, ,,, , einer F}, ,,,-Verteilung mit n Zahler- und m Nennerfreiheitsgraden. Es gilt
Fn,m,l—p = F‘ml,n,p .
m P n
1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 10 | 15 | 25 | 50 | 100 | oo
1 10990 || 4052 | 4999 | 5404 | 5624 | 5764 | 6056 | 6157 | 6240 | 6302 | 6334 | 6366
0.975 || 647.8 | 799.5 | 864.2 | 899.6 | 921.8 | 968.6 | 984.9 | 998.1 | 1008 | 1013 | 1018
0.950 || 161.4 | 199.5 | 215.7 | 224.6 | 230.2 | 241.9 | 245.9 | 249.3 | 251.8 | 253.0 | 254.3
0.900 || 39.86 | 49.50 | 53.59 | 55.83 | 57.24 | 60.19 | 61.22 | 62.05 | 62.69 | 63.01 | 63.33
2 10.990 || 98.50 | 99.00 | 99.16 | 99.25 | 99.30 | 99.40 | 99.43 | 99.46 | 99.48 | 99.49 | 99.50
0.975 || 38.51 | 39.00 | 39.17 | 39.25 | 39.30 | 39.40 | 39.43 | 39.46 | 39.48 | 39.49 | 39.50
0.950 || 18.51 | 19.00 | 19.16 | 19.25 | 19.30 | 19.40 | 19.43 | 19.46 | 19.48 | 19.49 | 19.50
0.900 || 8.526 | 9.000 | 9.162 | 9.243 | 9.293 | 9.392 | 9.425 | 9.451 | 9.471 | 9.481 | 9.491
3 0.990 || 34.12 | 30.82 | 29.46 | 28.71 | 28.24 | 27.23 | 26.87 | 26.58 | 26.35 | 26.24 | 26.13
0.975 || 17.44 | 16.04 | 15.44 | 15.10 | 14.88 | 14.42 | 14.25 | 14.12 | 14.01 | 13.96 | 13.90
0.950 || 10.13 | 9.552 | 9.277 | 9.117 | 9.013 | 8.785 | 8.703 | 8.634 | 8.581 | 8.554 | 8.526
0.900 || 5.538 | 5.462 | 5.391 | 5.343 | 5.309 | 5.230 | 5.200 | 5.175 | 5.155 | 5.144 | 5.134
4 1 0.990 || 21.20 | 18.00 | 16.69 | 15.98 | 15.52 | 14.55 | 14.20 | 13.91 | 13.69 | 13.58 | 13.46
0.975 || 12.22 | 10.65 | 9.979 | 9.604 | 9.364 | 8.844 | 8.657 | 8.501 | 8.381 | 8.319 | 8.257
0.950 || 7.709 | 6.944 | 6.591 | 6.388 | 6.256 | 5.964 | 5.858 | 5.769 | 5.699 | 5.664 | 5.628
0.900 || 4.545 | 4.325 | 4.191 | 4.107 | 4.051 | 3.920 | 3.870 | 3.828 | 3.795 | 3.778 | 3.761
5 10.990 || 16.26 | 13.27 | 12.06 | 11.39 | 10.97 | 10.05 | 9.722 | 9.449 | 9.238 | 9.130 | 9.020
0.975 || 10.01 | 8.434 | 7.764 | 7.388 | 7.146 | 6.619 | 6.428 | 6.268 | 6.144 | 6.080 | 6.015
0.950 || 6.608 | 5.786 | 5.409 | 5.192 | 5.050 | 4.735 | 4.619 | 4.521 | 4.444 | 4.405 | 4.365
0.900 || 4.060 | 3.780 | 3.619 | 3.520 | 3.453 | 3.297 | 3.238 | 3.187 | 3.147 | 3.126 | 3.105
10 | 0.990 || 10.04 | 7.559 | 6.552 | 5.994 | 5.636 | 4.849 | 4.558 | 4.311 | 4.115 | 4.014 | 3.909
0.975 || 6.937 | 5.456 | 4.826 | 4.468 | 4.236 | 3.717 | 3.522 | 3.355 | 3.221 | 3.152 | 3.080
0.950 || 4.965 | 4.103 | 3.708 | 3.478 | 3.326 | 2.978 | 2.845 | 2.730 | 2.637 | 2.588 | 2.538
0.900 || 3.285 | 2.924 | 2.728 | 2.605 | 2.522 | 2.323 | 2.244 | 2.174 | 2.117 | 2.087 | 2.055
15 | 0.990 || 8.683 | 6.359 | 5.417 | 4.893 | 4.556 | 3.805 | 3.522 | 3.278 | 3.081 | 2.977 | 2.868
0.975 || 6.200 | 4.765 | 4.153 | 3.804 | 3.576 | 3.060 | 2.862 | 2.689 | 2.549 | 2.474 | 2.395
0.950 || 4.543 | 3.682 | 3.287 | 3.056 | 2.901 | 2.544 | 2.403 | 2.280 | 2.178 | 2.123 | 2.066
0.900 || 3.073 | 2.695 | 2.490 | 2.361 | 2.273 | 2.059 | 1.972 | 1.894 | 1.828 | 1.793 | 1.755
25 | 0.990 || 7.770 | 5.568 | 4.675 | 4.177 | 3.855 | 3.129 | 2.850 | 2.604 | 2.400 | 2.289 | 2.169
0.975 || 5.686 | 4.291 | 3.694 | 3.353 | 3.129 | 2.613 | 2.411 | 2.230 | 2.079 | 1.996 | 1.906
0.950 || 4.242 | 3.385 | 2.991 | 2.759 | 2.603 | 2.236 | 2.089 | 1.955 | 1.842 | 1.779 | 1.711
0.900 || 2.918 | 2.528 | 2.317 | 2.184 | 2.092 | 1.866 | 1.771 | 1.683 | 1.607 | 1.565 | 1.518
50 | 0.990 || 7.171 | 5.057 | 4.199 | 3.720 | 3.408 | 2.698 | 2.419 | 2.167 | 1.949 | 1.825 | 1.683
0.975 || 5.340 | 3.975 | 3.390 | 3.054 | 2.833 | 2.317 | 2.109 | 1.919 | 1.752 | 1.656 | 1.545
0.950 || 4.034 | 3.183 | 2.790 | 2.557 | 2.400 | 2.026 | 1.871 | 1.727 | 1.599 | 1.525 | 1.438
0.900 || 2.809 | 2.412 | 2.197 | 2.061 | 1.966 | 1.729 | 1.627 | 1.529 | 1.441 | 1.388 | 1.327
100 | 0.990 || 6.895 | 4.824 | 3.984 | 3.513 | 3.206 | 2.503 | 2.223 | 1.965 | 1.735 | 1.598 | 1.427
0.975 || 5.179 | 3.828 | 3.250 | 2.917 | 2.696 | 2.179 | 1.968 | 1.770 | 1.592 | 1.483 | 1.347
0.950 || 3.936 | 3.087 | 2.696 | 2.463 | 2.305 | 1.927 | 1.768 | 1.616 | 1.477 | 1.392 | 1.283
0.900 || 2.756 | 2.356 | 2.139 | 2.002 | 1.906 | 1.663 | 1.557 | 1.453 | 1.355 | 1.293 | 1.214
oo | 0.990 || 6.635 | 4.605 | 3.782 | 3.319 | 3.017 | 2.321 | 2.039 | 1.773 | 1.523 | 1.358 | 1.000
0.975 || 5.024 | 3.689 | 3.116 | 2.786 | 2.566 | 2.048 | 1.833 | 1.626 | 1.428 | 1.296 | 1.000
0.950 || 3.841 | 2.996 | 2.605 | 2.372 | 2.214 | 1.831 | 1.666 | 1.506 | 1.350 | 1.243 | 1.000
0.900 || 2.706 | 2.303 | 2.084 | 1.945 | 1.847 | 1.599 | 1.487 | 1.375 | 1.263 | 1.185 | 1.000
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Anhang B

Altgriechisches Alphabet

In der Statistik und Mathematik werden hiufig Buchstaben des altgriechischen Alphabets verwendet.

Altgriechisches Alphabet

Deutscher Name \ englischer Name \ Kleinbuchstabe \ Groflbuchstabe
Alpha alpha @ A
Beta beta 153 B
Gamma gamma v r
Delta delta 6,0 A
Epsilon epsilon €, € E
Zeta zeta ¢ Z
Eta eta n H
Theta theta 0,9 ©
Tota iota L I
Kappa kappa K K
Lambda lambda A A
My mu w M
Ny nu v N
Xi xi ¢ =
Omikron omicron 0 (0]
Pi pi us II
Rho rho 0,0 P
Sigma, sigma 0,6 3
Tau tau T T
Ypsilon upsilon v T, Y
Phi phi o, P
Chi chi X X
Psi psi P v
Omega omega w Q

Die Schreibvariante 0 des griechischen Kleinbuchstaben Delta wird hiufig als Symbol fiir partielle Diffe-
rentiale verwendet und dann manchmal auch ,,del“ gesprochen.
Beispiel: Fiir die Funktion f(x,y) = 2%y + 2y sind

Lf(m,y) =2ry und

af(x,y) .2
ox dy oty

die partiellen Ableitungen nach x und y.

Die Schreibvariante € des griechischen Kleinbuchstaben Epsilon wird fiir das Elementzeichen bei der
Mengennotation verwendet.
Beispiel: Fiir die Menge A = {1,2,3} gilt 2€ A und 0 ¢ A.

Der griechische Kleinbuchstabe Theta, 6, wird in der induktiven Statistik hdufig verwendet, um den
unbekannten Parameter einer Wahrscheinlichkeitsverteilung zu bezeichnen.

Die Schreibvariante ¢ fiir den griechischen Kleinbuchstaben Sigma, die im Altgriechischen nur am Wor-
tende verwendet wird, ist in der Statistik und Mathematik eher ungebriuchlich.
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e Die Schreibvariante ) des griechischen Grofibuchstaben Sigma wird fiir das Summenzeichen verwendet.

Beispiel:
3

Zi2:12+22+32:1+4+9:14.
=1

e Der griechische Kleinbuchstabe Pi, 7, wird haufig zur Bezeichnung der Kreiskonstante verwendet, die
das Verhéltnis vom Umfang U zum Durchmesser D eines Kreises angibt, es gilt

Dr="U.

In der Statistik wird m aber auch zur Bezeichnung von Wahrscheinlichkeiten und als Symbol fiir den
Parameter einer Poisson-Verteilung verwendet.

e Die Schreibvariante ] des griechischen Grofibuchstaben Pi wird fiir das Produktzeichen verwendet.

Beispiel:
3

Hi2:12-22-32:1-4~9:36.

i=1



Testverfahren

Parametertests Anpassungstest
- 18.5*
1-SP-Tests 2-SP-Tests
Vgl. eines Parameters Vgl. zweier Parameter
mit einem
Referenzwert
Unabhéangige SP

Erwartungswert Varianz Erwartungswerte Varianzen
- 18.3* - 18.1* - 15.3 - 18.4* - 18.2* - 17.3

- 15.1 - 15.2 > 17.1

> 17.2

Unabh.-test

- 18.6*

Verbundene SP

Erwartungswerte

- 17.4

*Approximative Verfahren: Faustregel beachten!

D. Tillich, C. Wobar: 2015
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